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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â êîíöå XX âåêà çàðîäèëîñü íîâîå íàïðàâ-
ëåíèå â ãåîìåòðè÷åñêîì àíàëèçå, èçâåñòíîå êàê àíàëèç íà ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé. Ïîä ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé (äà-
ëåå ì.ï.ì.) îáû÷íî ïîíèìàþò òðîéêó X = (X, d, µ), â êîòîðîé ïàðà (X, d)
� ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à µ � áîðåëåâñêè ðå-
ãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ ìåðà, ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ íà âñåõ øàðàõ ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà. Ïðè ýòîì â ïîñëåäíèå
ãîäû àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ì.ï.ì. X = (X, d, µ), â êîòîðûõ ìåðà µ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ, à âñÿ òðîéêà (X, d, µ) äîïóñêàåò ñîîòâåòñòâóþùåå
íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå, ñâÿçûâàþùåå óñðåäí¼ííûå ïî øàðàì îñöèëëÿ-
öèè ëèïøèöåâûõ íà X ôóíêöèé ñî ñðåäíèìè îò èõ ëîêàëüíûõ êîíñòàíò
Ëèïøèöà. Òàêèå ì.ï.ì. áóäåì äàëåå íàçûâàòü äîïóñòèìûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó ñâîéñòâà óäâîåíèÿ µ, äîïóñòèìûå ïðî-
ñòðàíñòâà ëîêàëüíî êîìïàêòíû, à ïîýòîìó áåñêîíå÷íîìåðíûå ýôôåêòû â
íèõ èñêëþ÷åíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâ âåñü-
ìà øèðîê è âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîíå÷íîìåðíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà,
ñíàáæ¼ííûå âåñîâîé ìåðîé Ëåáåãà ñ âåñîì èç êëàññà Ìàêåíõàóïòà, ðè-
ìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíîé Ðè÷÷è, ãðóïïû
Êàðíî, ñíàáæ¼ííûå ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðîé Õààðà, à òàêæå ðàçëè÷íûå
ôðàêòàëû. Íåäàâíî íà÷àëà èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ òåîðèÿ òàê íàçûâàå-
ìûõ RCD(K,N)-ïðîñòðàíñòâ, ââåä¼ííûõ Í. Äæèëüè1,2. Ïðè K > −∞,
N < +∞ ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè äàëåêî èäóùèìè
îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ó êîòîðûõ êðè-
âèçíà Ðè÷÷è îãðàíè÷åíà ñíèçó K, à ðàçìåðíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó N .
Èç ðåçóëüòàòîâ Ò. Ðàéàëà3, ñëåäóåò, ÷òî RCD(K,N)-ïðîñòðàíñòâà äîïó-
ñòèìû ∀K > −∞ è ∀N ∈ [1,+∞).

Ïîñêîëüêó íàëè÷èå êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû ó äîïó-
ñòèìîãî ïðîñòðàíñòâà X = (X, d, µ) àïðèîðè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, áîëü-
øèíñòâî èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èññëåäîâàíèé áûëî ïîñâÿùå-
íî ïîñòðîåíèþ òàê íàçûâàåìîãî àíàëèçà ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåîòúåìëåìîé
÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿä-
êà W 1

p (X) ïðè p ∈ [1,∞]. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè ïðîñòðàíñòâ

1Gigli N. On the di�erential structure of metric measure spaces and applications // Mem. Amer.
Math. Soc. �2015. � Vol. 236. � �1113.

2Gigli N. Nonsmooth di�erential geometry - An approach tailored for spaces with Ricci curvature
bounded from below // Mem. Amer. Math. Soc. � 2018. � Vol. 251. � �1196.

3Rajala T. Local Poincar�e inequalities from stable curvature conditions on metric spaces //
Calc. Var. Partial Di�erential Equations. � 2012. � Vol. 44. � P. 477�494.

3



W 1
p (X), p ∈ [1,∞], îòðàæåíî â íåäàâíèõ ìîíîãðàôèÿõ4,5 è îáçîðå6.
Åñëè äîïóñòèìîå ïðîñòðàíñòâî X = (X, d, µ) îáëàäàåò íåêîòîðîé äî-

ïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, âîçìîæíî ñîäåðæàòåëüíîå ïîñòðîåíèå òåîðèè
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W l

p(X) ïðè l ≥ 2 è p ∈ [1,∞]. Òàê, íàïðèìåð, åñ-
ëè X ÿâëÿåòñÿ RCD(K,N)-ïðîñòðàíñòâîì, òî, êàê ïîêàçàë Í. Äæèëüè2,
ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 2

p (X) ñîäåðæèò âåñüìà áîãàòûé çàïàñ òåñòîâûõ
ôóíêöèé ïðè âñåõ p ∈ [1,∞]. Åñëè æå X � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ñíàá-
æ¼ííîå ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðîé, òî ïðîñòðàíñòâà W l

p(X) íåòðèâèàëüíû
ïðè âñåõ l ∈ N è p ∈ [1,∞](ñì.7).

Íåñìîòðÿ íà ÷ðåçâû÷àéíî èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà íà äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå ïðî-
áëåìû îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Ïîæàëóé, îäíà èç íàèáîëåå òðóäíûõ è èí-
òðèãóþùèõ èç íèõ � ýòî ïðîáëåìà ñëåäà, òî åñòü çàäà÷à òî÷íîãî âíóò-
ðåííåãî îïèñàíèÿ ñëåäîâ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W l

p(X) ïðè
l ∈ N, p ∈ [1,∞] íà ïðîèçâîëüíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ S ⊂ X.
Íåôîðìàëüíî (ìû ïîêà îñòàâëÿåì â ñòîðîíå òî÷íîå îïðåäåëåíèå ñëåäà
ñîáîëåâñêîé ôóíêöèè, êîòîðîå ñàìî ïî ñåáå íåòðèâèàëüíî) îíà ìîæåò
áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðîáëåìà ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Ïóñòü p ∈ [1,∞], l ∈

N, à S � çàìêíóòîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìîãî ïðîñòðàíñòâà
X = (X, d, µ). Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f : S → R íàéòè óñëîâèÿ, êîòî-
ðûå íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè F ∈ W l

p(X)
òàêîé, ÷òî ñëåä F íà S ñîâïàäàåò ñ f .

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïîëíîé îáùíîñòè óêàçàííàÿ çàäà÷à ÷ðåçâû-
÷àéíî ñëîæíà. Áîëåå òîãî, äàæå âåñüìà ÷àñòíûé å¼ ñëó÷àé, îòíîñÿùèéñÿ
ê ïðîñòðàíñòâàì W 1

p (Rn), îñòà¼òñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé íà ïðîòÿæåíèè
óæå ïî÷òè 70-òè ëåò. Áîëüøàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ
ïðîáëåìû ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà äëÿ âåñüìà øèðîêèõ êëàññîâ çà-
ìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ S ðàçëè÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðîáëåìå ñëåäà ïðåäøåñòâîâàëà òàê íàçûâàåìàÿ
ïðîáëåìà Õ. Óèòíè, êîòîðàÿ çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðîáëåìà Óèòíè. Ïóñòü l, n ∈ N, à S ⊂ Rn � çàìêíóòîå íåïóñòîå

4Bj�orn A., Bj�orn J. Nonlinear Potential Theory on Metric Spaces, Vol. 17 of EMS Tracts in
Mathematics, European Mathematical Society (EMS), Z�urich, 2011.

5Heinonen J., Koskela P., Shanmugalingam N., Tyson J. Sobolev spaces on metric measure spaces: An
approach based on upper gradients. Cambridge University Press, United States, 2015.

6Ambrosio L., Colombo M., Di Marino S. Sobolev spaces in metric measure spaces: re�exivity and
lower semicontinuity of slope, Variational methods for evolving objects // Adv. Stud. Pure Math. � 2015.
� Vol. 67. � P. 1�58.

7Hebey E. Nonlinear analysis on manifolds: Sobolev spaces and inequalities. Courant Lecture Notes
in Mathematics, vol. 5, New York University, Courant Institute of Mathematical Sciences, New York;
American Mathematical Society, Providence, RI, 1999.
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ìíîæåñòâî. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f : S → R íàéòè óñëîâèÿ, íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè F ∈ C l(Rn) òàêîé, ÷òî
ïîòî÷å÷íîå îãðàíè÷åíèå F íà S ñîâïàäàåò ñ f .

Óêàçàííàÿ çàäà÷à îêàçàëàñü ñòîëü ñëîæíà, ÷òî ñàì Õ. Óèòíè ðåøèë
åå ïîëíîñòüþ ëèøü â ñëó÷àå n = 1 â ñâîåé çíàìåíèòîé ðàáîòå8. Â ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àå èì áûë ðåøåí îñëàáëåííûé âàðèàíò ýòîé ïðîáëåìû.
Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïðè n > 1 Õ. Óèòíè ïîêàçàë9, êàê ïðîäîëæàòü
ôóíêöèþ f ñ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà S ⊂ Rn, èñïîëüçóÿ íå òîëüêî çíà-
÷åíèÿ f íà S, íî è çíà÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûõ äæåòîâ íà S, êîòîðûå
àïîñòåðèîðè èãðàþò ðîëü ñëåäîâ ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ ïðîäîëæåííîé
ôóíêöèè. Ëèøü íåäàâíî, ñïóñòÿ áîëåå ÷åì 70 ëåò ïîñëå ðàáîò Õ. Óèòíè,
ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Óèòíè, à òàêæå äðóãèõ òåñíî ñâÿçàííûõ ñ íåé
çàäà÷ áûëî ïîëó÷åíî ×. Ôåôôåðìàíîì10,11,12.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ÿâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì è îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû Óèòíè,
à ïîòîìó ïðåäñòàâëÿåò íå ìåíüøóþ òðóäíîñòü. Ïðè ýòîì â îòëè÷èå îò
ïðîáëåìû Óèòíè, ïðîáëåìà ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà î÷åíü òðóäíà
äàæå ïðè l = 1. Óêàçàííûå ôàêòû íå ñòîèò ñ÷èòàòü åäèíñòâåííîé ïðè÷è-
íîé àêòóàëüíîñòè çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, èìåííî çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè
ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W l

p(Rn) íà ïëîñêîñòÿõ Rd ïðè p ∈ (1,∞),
l, n ∈ N, n ≥ 2, d ∈ {1, ..., n−1} ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ òåîðèè ïðîñòðàíñòâ
Áåñîâà Bs

p,q(Rd)(ñì.13). Íàêîíåö, ïðîáëåìà ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëå-
âà èìååò åñòåñòâåííûå ïðèëîæåíèÿ â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè14,15 (ñì. òàêæå ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ).

Âñå èçâåñòíûå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïðî-
áëåìû ñëåäà, ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè áîëüøèå ãðóïïû.

Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïðîñòðàíñòâ

8Whitney H. Di�erentiable functions de�ned in closed sets. I // Trans. Amer. Math. Soc. � 1934.�
Vol. 36. � �2. � P. 369�387.

9Whitney H. Analytic extension of di�erentiable functions de�ned in closed sets //
Trans. Amer. Math. Soc. � 1934. � Vol. 36. � �1. � P. 63�89.

10Fe�erman C.L. A sharp form of Whitney's extension theorem // Ann. of Math. � 2005.� Vol. 161. �
�1. � P. 509�577.

11Fe�erman C.L. Whitney's extension problem for Cm // Ann. of Math. � 2006. � Vol. 164. � �1. �
P. 313�359.

12Fe�erman C.L. Cm-extension by linear operators // Ann. of Math. � 2007. � Vol. 166. � �3. �
P. 779�835.

13Áåñîâ Î.Â. Èññëåäîâàíèå îäíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â ñâÿçè ñ òåîðåìàìè
âëîæåíèÿ è ïðîäîëæåíèÿ // Òð. ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ. � 1961. � Ò. 60. � Ñ. 42�81.

14Lahti P., Mal�y L., Shanmugalingam N. An analog of the Neumann problem for the 1-Laplace equation
in the metric setting: existence, boundary regularity, and stability // Anal. Geom. Metr. Spaces. � 2018.
� Vol. 6. � �1. � P. 1�31.

15Eriksson-Bique S., Giovannardi G., Korte R., Shanmugalingam N., Speight G. Regularity of solutions
to the fractional Cheeger-Laplacian on domains in metric spaces of bounded geometry // J. Di�erential
Equations.� 2022. � Vol. 306. � P. 590�632.

5



W l
p(Rn) ïðè l ∈ N, p > n áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-

íèé îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíîñòè ìíîæåñòâà S ⊂ Rn, íà êîòîðîì èçó÷à-
åòñÿ ñëåä. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, â ýòîì ñëó÷àå
äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà F ∈ W l

p(Rn) (ðàññìàòðèâàåìîãî êàê êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè ôóíêöèé ïî ìîäóëþ èõ ñîâïàäåíèÿ íà ìíîæåñòâå ëåáåãîâîé
ìåðû íóëü) ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâèòåëü F ∈ C l−1(Rn). Ýòîò ôàêò ïîçâî-
ëÿåò èçó÷àòü ñëåäû ïðîñòðàíñòâ W l

p(Rn) íà ëþáûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæå-
ñòâàõ Rn. Áîëüøóþ ðîëü â ðàçâèòèè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñûãðàëè ðàáîòû
Ï. Øâàðöìàíà16,17,18, à òàêæå ñîâìåñòíûå ðàáîòû ×. Ôåôôåðìàíà è åãî
ó÷åíèêîâ19,20,21Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé p ∈ (n,∞] îêàçûâàåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî áîëåå ïðîñòûì, íåæåëè ñëó÷àé p ∈ (1, n]. Ãðóáî ãîâîðÿ, ïðè
p > n ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà âåäóò ñåáÿ íàñòîëüêî õîðîøî,
÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ñëåäå íå òðåáóåò, ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå l = 1,
ãëóáîêîãî àíàëèçà ãåîìåòðèè ìíîæåñòâà S.

Êî âòîðîé ãðóïïå ñëåäóåò îòíåñòè ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîëó÷åíû â
äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ p ∈ (1,∞) äëÿ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûõ ïîäìíî-
æåñòâ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâ X = (X, d, µ). Äåéñòâèòåëüíî, êàê îòìå-
÷àëîñü âûøå, äàæå â ñëó÷àå X = Rn àíàëèç ñëåäîâ ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W 1

p (Rn) ïðè p ∈ (1, n] ïðèíîñèò ìàññó òðóäíîñòåé.
Ðåçþìèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñ¼, ÷òî áûëî èçâåñòíî äî íàñòîÿùå-
ãî âðåìåíè î ïðîáëåìå ñëåäà âî âñåì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ p ∈ (1,∞)
� ýòî îïèñàíèå ñëåäîâ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W 1

p (X), p ∈
(1,∞), íà òàê íàçûâàåìûõ êîðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó-Äàâèäó ìíîæå-
ñòâàõ. Â ñëó÷àå, åñëè X � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ìåðîé, ïîðîæä¼í-
íîé ôîðìîé îáú¼ìà, òàêèå ìíîæåñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åñòå-
ñòâåííûå îáîáùåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïðè θ ≥ 0 ìíîæåñòâî S ⊂ X
íàçûâàåòñÿ θ-êîðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó, åñëè îíî çàìêíóòî è
µ(Br(x))/r

θ ≈ Hθ(Br(x) ∩ S) ïðè âñåõ (x, r) ∈ S × (0, 1]. Çäåñü è äà-
ëåå ÷åðåç Br(x) îáîçíà÷åí çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â x ðàäèóñà r, à
÷åðåç Hθ � θ-êîðàçìåðíîñòíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äî-
ïóñòèìûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé X = (X, d, µ) çàäà÷à î ñëå-

16Shvartsman P. Sobolev L2
p-functions on closed subsets of R2 // Adv. Math. � 2014. � Vol. 252. �

P. 22�113.
17Shvartsman P. Whitney-type extension theorems for jets generated by Sobolev functions //

Adv. Math. � 2017. � Vol. 313. � 379�469.
18Shvartsman P. Sobolev functions on closed subsets of the real line // J. Approx. Theory. �2020. �

Vol. 250. � �105327.
19Fe�erman C.L., Israel A., Luli G.K. Sobolev extension by linear operators // J. Amer. Math. Soc. �

2014. � Vol. 27. � �1. � P. 69�145.
20Fe�erman C.L., Israel A., Luli G.K. Fitting a Sobolev function to data I // Rev. Mat. Iberoam. �

2016. � Vol. 32. � �1. � P. 275�376.
21Fe�erman C.L., Israel A., Luli G.K. Fitting a Sobolev function to data II // Rev. Mat. Iberoam. �

2016. � Vol. 32. � �2. � P. 649�750.
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äàõ ïðîñòðàíñòâ W 1
p (X) ðåøåíà âî âñåì äèàïàçîíå p ∈ (1,∞) äëÿ θ-

êîðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâ â ðàáîòå22 ïðè θ = 0, à
â ðàáîòå23 ïðè θ > 0. Áëèçêèå ïî ñìûñëó çàäà÷è îïèñàíèÿ ñëåäîâ ïðî-
ñòðàíñòâ W 1

p (Ω), p ∈ (1,∞), íà ãðàíèöå ∂Ω äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé îá-
ëàñòè Ω ðàññìîòðåíû òàêæå â ñòàòüÿõ24,25,26 ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåä-
ïîëîæåíèè θ-êîðåãóëÿðíîñòè ãðàíèöû ∂Ω ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó. Åñëè
X = (Rn, ∥ · ∥2,Ln), òî çàäà÷à î ñëåäå ðåøåíà äëÿ ïðîñòðàíñòâ W l

p(Rn),
l ∈ N, äëÿ θ-êîðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâ ïðè θ = 0 â
ðàáîòå27, à ïðè θ ∈ (0, 1) â ñòàòüå28. Åñëè X � ãðóïïà Êàðíî ñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé îäíîðîäíîé íîðìîé è ìåðîé Õààðà, ïðîáëåìà ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ
W l

p(X), l ∈ N, íà θ-êîðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâàõ áûëà
ðåøåíà â ñòàòüÿõ29,30. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå l > 1 ðàññìàòðèâàëàñü áîëåå
ïðîñòàÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè ñëåäîâ äæåòîâ.

Íàêîíåö, ê òðåòüåé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïî ïðîáëåìå ñëåäîâ
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W l

1(X), l ∈ N, è ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé îãðàíè÷åí-
íîé âàðèàöèè BV (X). Òàêîé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ îñîáî ñëîæíûì, ïîñêîëüêó
ýòè ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ñïåöèôè÷åñêèìè
ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ (â ÷àñòíîñòè, îíè
íåðåôëåêñèâíû). Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî íåäàâíèå ðàáîòû31,32, ãäå àíà-
ëîãè÷íûå çàäà÷è ðåøåíû äëÿ ïðîñòðàíñòâ W 1

1 (Ω) è BV (Ω), èçíà÷àëüíî
îïðåäåë¼ííûõ íà äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé îáëàñòè Ω ⊂ X, à ñëåä èùåòñÿ
íà ãðàíèöå ∂Ω îáëàñòè Ω. Îäíàêî ìåòîäû, ðàçâèòûå â óêàçàííûõ ðàáî-
òàõ, ôàêòè÷åñêè äàþò ðåøåíèå èçíà÷àëüíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î ñëåäå
òîëüêî ïðè l = 1 äëÿ 1-êîðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâ.

22Shvartsman P. On extensions of Sobolev functions de�ned on regular subsets of metric measure spaces
// J. Approx. Theory. � 2007. � Vol. 144. � �2. � P. 139�161.

23Saksman E., Soto T. Traces of Besov, Triebel-Lizorkin and Sobolev spaces on metric spaces //
Anal. Geom. Metr. Spaces. � 2017. � Vol. 5. � �1. � P. 98�115.

24Garc�ia-Bravo M., Ikonen T. and Zhu Z. Extensions and approximations of Banach-valued Sobolev
functions //arXiv:2208.12594. � 2022.

25Gibara R., Shanmugalingam N. Trace and extension theorems for homogeneous Sobolev and Besov
spaces for unbounded uniform domains in metric measure spaces // arXiv:2211.12708. � 2022.

26Mal�y L. Trace and extension theorems for Sobolev-type functions in metric spaces //
arXiv:1704.06344 � 2017.

27Shvartsman P. Local approximations and intrinsic characterizations of spaces of smooth functions on
regular subsets of Rn // Math. Nachr. � 2006. � Vol. 279. � �11. � P. 1212�1241.

28Ihnatsyeva L., V�ah�akangas A.V. Characterization of traces of smooth functions on Ahlfors regular
sets // J. Funct. Anal. � 2013. � Vol. 265. � �9. � P. 1870�1915.

29Âîäîïüÿíîâ Ñ.Ê., Ïóïûøåâ È.Ì. Ñëåäû áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà ðåãóëÿðíûõ ïîäìíîæåñòâàõ
ãðóïï Êàðíî // Ìàòåì. òð. � 2007. � Ò. 10. � �2. � Ñ. 19�61.

30Âîäîïüÿíîâ Ñ.Ê., Ïóïûøåâ È.Ì. Ñëåäû ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà íà ìíîæåñòâàõ
Àëüôîðñà ãðóïï Êàðíî // Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 2007. � Ò. 48. � �6. � C. 1201�1221.

31Mal�y L., Shanmugalingam N., Snipes M. Trace and extension theorems for functions of bounded
variation // Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci. � 2018. � Vol. 18. � �1. � P. 313�341.

32Lahti P., Li X., Wang Z. Traces of Newton-Sobolev, Hajlasz-Sobolev, and BV functions on metric
spaces // Ann. Sc. Norm. Super. Pisa Cl. Sci. (5) � 2021. � Vol. 22. � �3. � P. 1353 � 1383.
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Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç âñåõ èçâåñòíûõ â ìèðîâîé ëèòåðàòóðå ðåçóëü-
òàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ïåð-
âîãî ïîðÿäêà W 1

p (Rn) ïðè p ∈ [1, n] çàäà÷à î ñëåäå áûëà ðàíåå ðåøåíà
ïðè î÷åíü ñèëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìíîæåñòâî S. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî â R2, ïîëó÷åííîå ïðèêëåèâàíèåì ãðà-
íè÷íîé òî÷êè îòðåçêà ê îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êå äâóìåðíîãî äèñêà, íå
ìîæåò áûòü θ-êîðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó íè ïðè êàêîì θ ≥ 0,
à çíà÷èò ñëåä ïðîñòðàíñòâà W 1

p (R2) íà òàêîì ìíîæåñòâå íå ìîæåò áûòü
èçó÷åí ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ðàíåå ìåòîäîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâ X = (X, d, µ) òðåáóåòñÿ
íåêîòîðîå åñòåñòâåííîå îñëàáëåíèå óñëîâèÿ θ-êîðåãóëÿðíîñòè ïî Àëüôîðñó�
Äàâèäó, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ,
äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñî-
áîëåâà W 1

p (X) âî âñåì äèàïàçîíå p ∈ (1,∞). Â ÷àñòíîñòè, òàêîå óñëîâèå
äîëæíî äîïóñêàòü íàëè÷èå ó ìíîæåñòâà êóñêîâ ðàçíîé êîðàçìåðíîñòè.
Åñòåñòâåííûì øàãîì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ çàìåíà òðåáîâàíèÿ
ðåãóëÿðíîñòè ìåðû Õàóñäîðôà íà òðåáîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè îáõâàòà ïî
Õàóñäîðôó ñíèçó. À èìåííî, ïóñòü X = (X, d, µ) � äîïóñòèìîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ïðè θ ≥ 0 ìíîæåñòâî S ⊂ X íàçîâåì θ-êîòîëñòûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîå λS > 0, ÷òî λS

µ(Br(x))
rθ

⩽ Hθ,r(Br(x)∩S) ïðè âñåõ (x, r) ∈ S×(0, 1].
Çäåñü è äàëååHθ,r � θ-êîðàçìåðíîñòíûé îáõâàò ïî Õàóñäîðôó íà ìàñøòà-
áå r > 0, âïåðâûå èñïîëüçîâàííûé Ë. Àìáðîçèî33.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå θ-êîòîëñòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ d-òîëñòîãî ìíîæåñòâà, ââåä¼ííîãî Â. Ðû÷-
êîâûì34 äëÿ ñëó÷àÿ X = Rn. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n ∈ N è θ ∈ [0, n]
ìíîæåñòâî S ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ θ-êîòîëñòûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ (n − θ)-òîëñòûì â ñìûñëå Â. Ðû÷êîâà. Êëàññ âñåõ θ-
êîòîëñòûõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò êëàññ âñåõ θ-êîðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó�
Äàâèäó ìíîæåñòâ, íî âîîáùå ãîâîðÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå øèðî-
êèì. Íàïðèìåð, ëþáîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ðè-
ìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ 1-
êîòîëñòûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ 1-êîðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó�
Äàâèäó. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû θ-êîòîëñòûõ ìíîæåñòâ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì ñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà êîðåãóëÿðíûõ ïî
Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâ ïîïàðíî ðàçëè÷íîé êîðàçìåðíîñòè.

33Ambrosio L. Fine properties of sets of �nite perimeter in doubling metric measure spaces // Set
Valued Analysis. � 2002. � Vol. 10. � P. 111�128.

34Rychkov V.S. Linear extension operators for restrictions of function spaces to irregular open sets //
Studia. Math. � 2000. � Vol. 140. � �2. � P. 141�162.
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Â íåäàâíèõ ñòàòüÿõ35,36 èçó÷åíû ðàçëè÷íûå òîíêèå ãåîìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà d-òîëñòûõ ìíîæåñòâ â Rn, n ∈ N. Â ñëó÷àå îáùèõ ì.ï.ì. (X, d, µ)
ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ðàññìîòðåíû â äèññåðòàöèè âïåðâûå.

Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ñëåäå â ñòîëü áîëüøîé îáù-
íîñòè ïîòðåáîâàëî ââåäåíèÿ â äèññåðòàöèè ìíîãèõ íîâûõ ïîíÿòèé è ìå-
òîäîâ. Íàïðèìåð, â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ ìåðû Õàóñäîðôà ÿâëÿëèñü
îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿþùèì êîððåêòíî çàäàòü íîðìó â ïðî-
ñòðàíñòâå ñëåäîâ. Â ñëó÷àå θ-êîòîëñòûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçîâàíèå ìåð Õà-
óñäîðôà îêàçûâàåòñÿ íåýôôåêòèâíûì. Áîëåå òîãî, äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ
íå ñóùåñòâóåò îäíîé êàíîíè÷åñêîé ìåðû, êîòîðàÿ áûëà áû õîðîøî ïðè-
ñïîñîáëåíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñëåäàõ. Â îáùåì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ
ïðèáåãàòü ê öåëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð. Â äèññåðòàöèè ââåäåíû ñïå-
öèàëüíûå êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áîðåëåâñêèõ ìåð, íàçâàííûõ θ-
êîðåãóëÿðíûìè. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ìåð âìåñòî êàêîé-ëèáî îòäåëüíî âçÿòîé ìåðû ìîòèâèðîâàíî òåì, ÷òî
θ-êîòîëñòîå ìíîæåñòâî ìîæåò âûãëÿäåòü ïî-ðàçíîìó íà �ðàçíûõ ìàñøòà-
áàõ�. Êàæäàÿ ìåðà èç θ-êîðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àäàïòèðîâàíà
ïîä ñîîòâåòñòâóþùèé ìàñøòàá.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíî íàïðàâëåíèå, òåñíî
ïðèìûêàþùåå ê çàäà÷å î ñëåäå è ñâÿçàííîå ñ ïðîáëåìîé ïîðèñòîñòè ìíî-
æåñòâ â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Rn, n ∈ N. Áîëåå òî÷íî, äëÿ çàäàí-
íîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà S ⊂ Rn è ïàðàìåòðà d ∈ [0, n) ìû èçó÷àåì
âîïðîñ î íàëè÷èè S-ïîëîñòåé â êóáàõ Q, òî åñòü �äîñòàòî÷íî áîëüøèõ�
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U ⊂ Q\S, ïðè óñëîâèè �äîñòàòî÷íîé ìàëîñòè� ñîîò-
âåòñòâóþùåãî îáõâàòà ïî Õàóñäîðôó Hd

∞(Q∩S). Íàñêîëüêî íàì èçâåñò-
íî, â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü. Â íåêîòîðîì
ñìûñëå îáðàòíàÿ çàäà÷à èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè ðàíåå. À èìåí-
íî, âåñüìà ïîäðîáíî â ëèòåðàòóðå îñâåùåí âîïðîñ î âëèÿíèè ïîðèñòîñòè
ìíîæåñòâà íà åãî Õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü. Ãðóáî ãîâîðÿ, ðàíåå áûëî
îñîçíàíî37,38,39, ÷òî åñëè âñå êóáû äîñòàòî÷íî ìàëîãî äèàìåòðà ñ öåíòðà-
ìè â ìíîæåñòâå S èìåþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå êóáè÷åñêèå S-ïîëîñòè, òî
ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà S ñòðîãî ìåíüøå n. Õîòÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè

35Azzam J., Schul R. An analyst's traveling salesman theorem for sets of dimension larger than one //
Math. Ann. � 2018. � Vol. 370. � �3-4. � P. 1389�1476.

36Azzam J., Villa M. Quantitative comparisons of multiscale geometric properties // Anal. PDE. �
2021. � Vol. 14. � �6. � P. 1873�1904.

37Koskela P., Rohde S. Hausdor� dimension and mean porosity // Math. Ann. � 1997. � Vol. 309. �
�4. � P. 593�609.

38Nieminen T. Generalized mean porosity and dimension // Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. � 2006. �
Vol. 31. � �1. � P. 143�172.

39Salli A. On the Minkowski dimension of strongly porous fractal sets in Rn // Proc. London Math. Soc.
� 1991.� Vol. 62. � �2. � P. 353�372.
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çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, îíà âîçíèêàåò äîñòà-
òî÷íî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ðåøåíèè ðàññìîòðåííîé â äèññåðòàöèè
ïðîáëåìû ïî÷òè òî÷íîãî îïèñàíèÿ ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ ÑîáîëåâàW 1

p (Rn)
ïðè n ∈ N, p ∈ (1, n] íà ïðîèçâîëüíûõ êîìïàêòàõ K ⊂ Rn.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äàæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå X = (Rn, ∥ · ∥2,Ln),
åñëè ìíîæåñòâî S ⊂ Rn íå îáëàäàåò íèêàêèìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè ðåãóëÿðíîñòè, òî â äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ p ∈ (1, n] çàäà÷à î ñëåäå
ïðîñòðàíñòâ W 1

p (Rn) íà S íèêîãäà ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü. Â äèññåð-
òàöèè ñäåëàí ïåðâûé øàã â ýòîì íàïðàâëåíèè. À èìåííî, ïðè êàæäîì
p ∈ (1, n] ïîëó÷åíî ïî÷òè òî÷íîå îïèñàíèå ñëåäà ïðîñòðàíñòâà W 1

p (Rn)
íà ïðîèçâîëüíîì êîìïàêòå K ⊂ Rn, íà êîòîðîì ñëåä ñóùåñòâóåò. Êëþ-
÷åâûì ìîìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâîãî îïåðàòîðà ïðîäîë-
æåíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ W 1

p (Rn)|K â W 1
p (Rn).

Âñå èçâåñòíûå ðàíåå ðàáîòû îïèðàëèñü íà íåçíà÷èòåëüíóþ ìîäèôèêàöèþ
ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ Õ. Óèòíè. Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä,
îñíîâàííûé íà ãëóáîêîì àíàëèçå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîìïàêòà K,
ñâÿçàííûõ ñ îáõâàòîì ïî Õàóñäîðôó. Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà è òåî-
ðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â ñëó÷àå p = 1 â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñëåäà äëÿ
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, çàäàííûõ íà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ âåñîâîé
ìåðîé Ëåáåãà, òî åñòü X = (Rn+1, ∥ · ∥2, γLn+1), n ∈ N, ãäå γ-èçìåðèìàÿ
ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëüíàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, íàçû-
âàåìàÿ âåñîì. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî W l

1(X) íàçûâàåòñÿ âåñîâûì
ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà è îáîçíà÷àåòñÿW l

1(Rn+1, γ). Íàñêîëüêî íàì èç-
âåñòíî, íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêîé ðàáîòû Ãàëüÿðäî 1957 ãîäà40, çàäà÷à îïè-
ñàíèÿ ñëåäîâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W l

1(Rn+1, γ) íà ãèïåðïëîñ-
êîñòè Rn × {0} ðàññìàòðèâàëàñü òîëüêî â ðàáîòàõ41,42,43. Â óêàçàííûõ
ñòàòüÿõ ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü ìîäåëüíûå ñèòóàöèè, êîãäà âåñ γ â ñóù-
íîñòè çàâèñèò îò íåêîòîðîé âûäåëåííîé ãðóïïû ïåðåìåííûõ. Êîíå÷íî,
òàêàÿ ñêóäíîñòü ñâåäåíèé îáóñëîâëåíà áîëüøîé òðóäíîñòüþ çàäà÷è. Ïî-
ïûòêè îïèñàòü ñëåäû ïðîñòðàíñòâ W l

1(Rn+1, γ), l ∈ N, ïðè ìèíèìàëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà âåñ γ íàòàëêèâàþòñÿ íà ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè.

Ïðè n ∈ N â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî òî÷íîå îïèñàíèå ñëåäîâ ïðî-
40Gagliardo E. Caratterizzazioni delle tracce sulla frontiera relative ad alcune classi di funzioni in n

variabili // Rend. Sem. Mat. Univ. Padova. � 1957. � Vol. 27. � P. 284�305.
41Ãèíçáóðã À.Ñ. Î ñëåäàõ ôóíêöèé èç âåñîâûõ êëàññîâ // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 1984. � �4. �

C. 61�64.
42Òþëåíåâ À.È. Çàäà÷à î ñëåäàõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ âåñàìè òèïà Ìàêåíõàóïòà // Ìàòåì.

çàìåòêè. � 2013. � Ò. 94. � �5. � Ñ. 720�732.
43Mironescu P. and Russ E. Traces of weighted Sobolev spaces. Old and new // Nonlinear Analysis:

TMA. � 2015. � Vol. 119. � P. 354�381.
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ñòðàíñòâW l
1(Rn+1, γ) íà ãèïåðïëîñêîñòè Rn×{0} ïðè âñåõ l ∈ N äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà âåñ γ ïðèíàäëåæèò ëîêàëüíîìó êëàññó Ìàêåíõàóïòà Aloc
1 (Rn+1)

(ñì.44), ÿâëÿþùåãîñÿ îáîáùåíèåì êëàññà Ìàêåíõàóïòà A1(Rn+1). Êëàññ
A1(Rn+1) âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ãàðìîíè÷å-
ñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ìåðû (ñì. íàïðèìåð ãë. 5 ìîíîãðàôèè45). Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü, áåçóñëîâíî, ÿâëÿåòñÿ 1-êîðåãóëÿðíûì ïî
Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâîì â ñëó÷àå, åñëè âåñ γ ñóùåñòâåííî îãðà-
íè÷åí â îêðåñòíîñòè ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè. Åñëè æå âåñ γ ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãèïåðïëîñêîñòè, òî îíà, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, óæå íå ÿâëÿåòñÿ 1-êîðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâîì.
Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à î ñëåäå íå ìîæåò
áûòü ðåøåíà ðàíåå èçâåñòíûìè ìåòîäàìè. Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè l > 1 ñëåäîì ïðîñòðàíñòâà W l

1(Rn+1, γ) ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå
ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè. Ñëó÷àé l = 1 ÿâëÿåòñÿ ñà-
ìûì òðóäíûì è ïîòðåáîâàë ïîñòðîåíèÿ â äèññåðòàöèè íîâîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêæå ïîñòðîåí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé íåëèíåé-
íûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ
W 1

1 (Rn+1, γ)|Rn â ñàìî ïðîñòðàíñòâî W 1
1 (Rn+1, γ).

Íàêîíåö, â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíî íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïðî-
ñòðàíñòâàìè Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè, èëè, êàê èõ èíîãäà íàçûâàþò â çàðóáåæ-
íîé ëèòåðàòóðå, 2-ìèêðîëîêàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, çàðîäèëèñü â ðàáîòàõ
Æ.-Ì. Áîíè è Ñ. Æàôàðà46,47, ãäå îíè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îïèñàíèÿ ëî-
êàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè è ëîêàëüíûõ îñöèëëÿöèé ôóíêöèé â îêðåñòíîñòÿõ
òî÷åê ñèíãóëÿðíîñòè. Èñòîðè÷åñêîé ïðåäïîñûëêîé äëÿ ñîçäàíèÿ òåîðèè
ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè ïîñëóæèëà òåîðèÿ òàê íàçû-
âàåìûõ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà îáîáù¼ííîé ãëàäêîñòè, ñîçäàííàÿ â ðàáîòàõ
Ã.À. Êàëÿáèíà, Ì.Ë. Ãîëüäìàíà (ñì. îáçîð Ï.Ë. Ëèçîðêèíà ýòèõ ðåçóëü-
òàòîâ â äîáàâëåíèè ê ìîíîãðàôèè Õ. Òðèáåëÿ48), à òàêæå â ñòàòüå Â. Ôàð-
êàñà è Õ.-Ã. Ëåîïîëüäà49. Êàê óæå êðàòêî îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîñòðàí-
ñòâà Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè òåñíî ñâÿçàíû ñ âåñîâûìè ïðîñòðàí-

44Mitsuo I., Sawano Y. Atomic decomposition for weighted Besov and Triebel�Lizorkin spaces //
Math. Nachr. � 2012. � Vol. 285. � �1. � P. 103�126.

45Stein E. Harmonic analysis: real-variable methods, orthogonality, and oscillatory integrals, Princeton
Mathematical Series, vol. 43, Princeton University Press, Princeton, NJ, 1993.

46Bony J.-M. Second microlocalization and propagation of singularities for semilinear hyperbolic
equations, in: Taniguchi Symp., HERT, Katata, 1984, P. 11�49.

47Ja�ard S. Pointwise smoothness, two microlocalization and wavelet coe�cients // Publ. Math. Inst.
Hautes Etudes Sci. � 1991. � Vol. 35. � P. 155�168.

48Òðèáåëü Õ. Òåîðèÿ ôóíêöèîàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, Ìîñêâà, Ìèð, 1986.
49Farkas W., Leopold H.-G. Characterisations of function spaces of generalised smoothness // Ann.

Mat. Pura Appl. � 2006. � Vol. 185. � �1. � P. 1�62.
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ñòâàìè Ñîáîëåâà. Áîëåå òî÷íî, â ðàáîòå50 ïðè p, q ∈ (1,+∞), d ∈ N äëÿ
íåêîòîðîé âåñîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk} áûëà ââåäåíà íîâàÿ øêàëà

ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè B
l
p,q(Rd, {tk}) íà åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå Rd. Åñëè {tk} = {2ks}, s > 0 è l > s, òî B
l
p,q(Rd, {tk})

ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ íîðì ñ êëàññè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè Áåñîâà Bs

p,q(Rd) ïðè âñåõ p, q ∈ (1,+∞). Êðîìå òîãî, áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n ∈ N, l ∈ N, l ≥ n− d > 0 è p ∈ (1,∞) ïðîñòðàíñòâà

B
l
p,p(Rd, {γk}) ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè íà Rd ×{0} âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáî-

ëåâà W l
p(Rn, γ) ñ âåñîì γ èç êëàññà Ìàêåíõàóïòà Ap(Rn). Ïðè ýòîì âå-

ñîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γk} îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ ïî âåñó γ. Ïîä÷åðê-
í¼ì, ÷òî ïðîáëåìà ñëåäà â ñëó÷àå p = 1 â ñòàòüå50 íå ðàññìàòðèâàëàñü.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áëèçêèå ïî ñìûñëó (íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâ-
ïàäàþùèå ñ íèìè!) ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà ïåðåìåííîé
ãëàäêîñòè èçó÷àëèñü ðàíåå ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè áåçîòíîñèòåëüíî èõ
ïðèâÿçêè ê ïðîñòðàíñòâàì ñëåäîâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Îòìå-
òèì â ýòîé ñâÿçè ðàáîòû Î.Â. Áåñîâà51,52, Ä. Äðèõåìà53, Õ. Êåìïêè54,55,
Õ. Êåìïêè è ß. Âûáèðàë56.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ââîäÿòñÿ äâå íîâûå øêàëû ïðîñòðàíñòâ Áå-

ñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè. Ïåðâàÿ øêàëà B̃
l

p,q,r(Rn, {tk}), p, q ∈ (0,+∞],
r ∈ (0, p], îáîáùàåò è ðàñøèðÿåò àíàëîãè÷íóþ øêàëó ïðîñòðàíñòâ Áåñî-
âà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè, ââåä¼ííóþ â ðàáîòå50 ëèøü ïðè p, q ∈ (1,+∞)
è r = 1. Êðîìå òîãî, íîâûé ïàðàìåòð r ïîìîãàåò ïîëó÷àòü áîëåå äåëè-
êàòíûå ðåçóëüòàòû. Âòîðàÿ øêàëà Bφ0

p,q(Rn, {tk}), p, q ∈ (0,+∞], ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåíèåì øêàëû âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà, èçó÷åííîé Ðû÷êî-
âûì57. Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ íîâû-
ìè øêàëàìè ïðîñòðàíñòâ. Êðîìå òîãî, èçó÷àåòñÿ èõ ñâÿçü ñ ïðîñòðàí-
ñòâàìè Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè, èçâåñòíûìè â ìèðîâîé ëèòåðàòó-
ðå. Â îïðåäåë¼ííîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ p, q, r ïðè åñòåñòâåííûõ îãðà-

50Òþëåíåâ À.È. Îïèñàíèå ñëåäîâ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ âåñîì èç êëàññà Ìàêåíõà-
óïòà // Òð. ÌÈÀÍ. � 2014.� Ò. 284. � Ñ. 288�303.

51Áåñîâ Î.Â. Ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè // Òð. ÌÈ-
ÀÍ. � 2003. � Ò. 243. � Ñ. 87�95.

52Áåñîâ Î.Â. Èíòåðïîëÿöèÿ, âëîæåíèå è ïðîäîëæåíèå ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ïåðåìåííîé ãëàäêî-
ñòè // Òð. ÌÈÀÍ. � 2005. � Ò. 248. � Ñ. 52�63.

53Drihem D. Atomic decomposition of Besov spaces with variable smoothness and integrability // J.
Math. Anal. Appl. � 2012. � Vol. 389. � P. 15�31.

54Kempka H. Generalized 2-microlocal Besov spaces, Thesis, Jena, 2008, 97 p.
55Kempka H. Atomic, molecular and wavelet decomposition of generalized 2-microlocal Besov spaces

// J. Funct. Spaces Appl. � 2010. � Vol.8. � �2. � P. 129�165.
56Kempka H., Vyb�iral J. Spaces of variable smoothness and integrability: characterizations by local

means and ball means of di�erences // J. Fourier Anal. Appl. � 2012. � Vol.18. � �4 � P. 852�891.
57Rychkov V.S. Littlewood�Paley theory and function spaces with Aloc

p -weights // Math. Nachr. �
2001. � Vol. 224. � P. 145�180.
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íè÷åíèÿõ íà ïåðåìåííóþ ãëàäêîñòü {tk} äîêàçûâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ïðî-

ñòðàíñòâ B̃
l

p,q,r(Rn, {tk}) è Bφ0
p,q(Rn, {tk}) ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè

ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèíîðì. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì íî-
âîå ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå ñëåäîâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ âå-
ñîì èç êëàññà Ìàêåíõàóïòà íà ïëîñêîñòÿõ. Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè
èçó÷àþòñÿ ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïåðåìåííîé
ãëàäêîñòè íà îáëàñòÿõ ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, à òàêæå ïðîáëåìû èõ
ïðîäîëæåíèÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâ ãëàäêîñòè.

Öåëè ðàáîòû.

• Äëÿ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâ X = (X, d, µ) ââåñòè íîâûå êëàññû θ-
êîòîëñòûõ ìíîæåñòâ, îáîáùàþùèå êëàññû θ-êîðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó�
Äàâèäó ìíîæåñòâ.

• Ïðè ëþáîì p ∈ (1,∞) ïîëó÷èòü òî÷íûå âíóòðåííèå îïèñàíèÿ ñëåäîâ
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W 1

p (X) íà θ-êîòîëñòûõ ìíîæåñòâàõ ïðè θ ∈ [0, p).
• Ïðè p ∈ (1,∞) è θ ∈ [0, p) ïîñòðîèòü êîíêðåòíûå ïðèìåðû θ-

êîòîëñòûõ ìíîæåñòâ è ïîëó÷èòü äëÿ íèõ óïðîù¼ííûå êðèòåðèè íà ñëåäû
ïðîñòðàíñòâ W 1

p (X).
• Ïðè n ∈ N, d ∈ [0, n) èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ïîðèñòîñòè ïîäìíîæåñòâ

Rn â çàâèñèìîñòè îò ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ d-îáõâàòà ïî Õàóñäîðôó.
• Ïîëó÷èòü ïî÷òè òî÷íîå âíóòðåííåå îïèñàíèå ñëåäà ïðîñòðàíñòâà

Ñîáîëåâà W 1
p (Rn) â ñëó÷àå p ∈ (1, n] íà ïðîèçâîëüíîì êîìïàêòå K ⊂ Rn,

íà êîòîðîì ñëåä ñóùåñòâóåò.
• Ïîñòðîèòü íîâûå øêàëû ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè,

âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.
• Ïðè n, l ∈ N ïîëó÷èòü òî÷íîå âíóòðåííåå îïèñàíèå ñëåäà ïðîñòðàí-

ñòâà Ñîáîëåâà W l
1(Rn+1, γ) ñ âåñîì γ èç ëîêàëüíîãî êëàññà Ìàêåíõàóïòà

Aloc
1 (Rn+1) íà Rn × {0}.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è

ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ (1,∞) è ëþáîì θ ∈ [0, p), äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà X = (X, d, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâó
óäâîåíèÿ, äîïóñêàþùåå (1, p)-íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå, ïîëó÷åíû ðàçëè÷-
íûå ýêâèâàëåíòíûå òî÷íûå âíóòðåííèå îïèñàíèÿ ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà W 1

p (X) íà θ-êîòîëñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ S ⊂ X.
2. Â ñëó÷àå, êîãäà θ ∈ [0, p) è θ-êîòîëñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî S ñî-

ñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâ,
ïîëó÷åíî óïðîù¼ííîå òî÷íîå îïèñàíèå ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ W 1

p (X) íà S.
3. Íà ïðîèçâîëüíûõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ Γ ⊂ R2 ïîëîæèòåëüíîé

äëèíû áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ïîñòðîåíû ÿâíûå êîíñòðóêöèè ìåð òèïà Ôðîñò-
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ìàíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïîëó÷åíû óïðîù¼ííûå òî÷íûå âíóòðåííèå
îïèñàíèÿ ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ W 1

p (R2) íà Γ ïðè âñåõ p ∈ (1,∞).
4. Ïðè n ∈ N, d ∈ (0, n] èçó÷åíû ñâîéñòâà ïîðèñòîñòè ìíîæåñòâ S ⊂

Rn â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ d-îáõâàòîâ ïî Õàóñäîðôó Hd
∞(Q ∩ S)

ïåðåñå÷åíèé êóáîâ Q ñ S.
5. Ïðè ëþáûõ n ∈ N, n ≥ 2 è p ∈ (1, n] ïîëó÷åíî ïî÷òè òî÷íîå âíóò-

ðåííåå îïèñàíèå ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà W 1
p (Rn) íà ïðîèçâîëüíûõ

êîìïàêòàõ S ⊂ Rn, íà êîòîðûõ ñëåä ñóùåñòâóåò. Äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîä-
íî ìàëîãî ε > 0 ïîñòðîåí íîâûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðî-
äîëæåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ W 1

p (Rn)|S â ïðîñòðàíñòâî W 1
p−ε(Rn).

6. Ââåäåíû äâå íîâûå øêàëû ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàä-
êîñòè âî âñåì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ èíòåãðèðóåìîñòè è ñóììèðóåìîñòè.
Èçó÷åí âîïðîñ ñîâïàäåíèÿ ýòèõ øêàë ìåæäó ñîáîþ â íåêîòîðîì äîñòà-
òî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ.

7. Ââåäåíû íîâûå ïðîñòðàíñòâà Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè íà ëèï-
øèöåâûõ îáëàñòÿõ Ω ⊂ Rn, n ≥ 2. Äîêàçàíû òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè
ýëåìåíòîâ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñ Ω íà âñå Rn ñ ñîõðàíåíèåì ãëàäêîñòè.

8. Ïðè X = (Rn+1, ∥ · ∥2, γLn+1), â ñëó÷àå, êîãäà âåñ γ ïðèíàäëåæèò
ëîêàëüíîìó êëàññó Ìàêåíõàóïòà Aloc

1 (Rn+1), ïðè êàæäîì l > 1 äîêàçàíî,
÷òî ñëåä ïðîñòðàíñòâà W l

1(X) íà ãèïåðïëîñêîñòè Rn × {0} ñîâïàäàåò ñ
ââåä¼ííûì â äèññåðòàöèè ïðîñòðàíñòâîì Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè.

9. Ïðè X = (Rn+1, ∥·∥2, γLn+1), â ñëó÷àå, êîãäà âåñ γ ïðèíàäëåæèò ëî-
êàëüíîìó êëàññó Ìàêåíõàóïòà Aloc

1 (Rn+1), äîêàçàíî, ÷òî ñëåä ïðîñòðàí-
ñòâà W 1

1 (X) íà ãèïåðïëîñêîñòè Rn×{0} � ñóòü íåêîòîðîå íîâîå ôóíêöè-
îíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîñòðîåííîå â äèññåðòàöèè. Ïðè ýòîì ïîñòðîåí
íîâûé íåëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ èç ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ W 1

1 (X)|Rn â ïðîñòðàíñòâî W 1
1 (X).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ìåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé, òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ,
ãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà, ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ìåðû, à òàêæå êëàñ-
ñè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ðÿäà ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè áûëè ðàçðàáîòàíû
ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé ñ íåðåãóëÿðíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàç-
ëè÷íûõ âîïðîñàõ ãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà, ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ìå-
ðû, òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû
áóäóò âîñòðåáîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Áåëîðóññêîì ãîñó-
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äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, óíèâåðñèòåòå Áèëåôåëüäà, Ìàòåìàòè÷åñêîì
èíñòèòóòå èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíè-
âåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòå, Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷-
íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �MecklenburgWorkshop Approximation
Methods and Function Spaces�, 16�20 ìàðòà 2015, Õàñåíâèíêåëü, Ãåðìà-
íèÿ,

2. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì è
òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, ïîñâÿùåííàÿ 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
àêàäåìèêà Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî, 25�29 ìàÿ 2015, ÌÈÀÍ, Ìîñêâà,

3. ëåòíÿÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, ãåîìåòðèè è òåî-
ðèè óïðàâëåíèÿ 6�17 èþëÿ 2015, Ìàêñèìèõà, Áàéêàë,

4. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �The 9thWhitney ProblemsWorkshop�,
29 ìàÿ�2 èþíÿ 2016, óíèâåðñèòåò Òåõíèîí, Õàéôà, Èçðàèëü,

5. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Function Spaces, Di�erential Operators
and Nonlinear Analysis (FSDONA 2016)�, 4�9 èþëÿ 2016, Ïðàãà, ×åõèÿ,

6. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòñáîðíèê-150: àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ,
àíàëèç�, 7�9 íîÿáðÿ 2016, ÌÈÀÍ, Ìîñêâà,

7. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç è òåîðèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ�, 8�12 äåêàáðÿ 2016, èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ
ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê,

8. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �The 10thWhitney ProblemsWorkshop�,
14�18 àâãóñòà 2017, Óèëüÿìñáóðã, ÑØÀ,

9. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �New perspectives in the Theory of
Function Spaces and their Applications�, 17�23 ñåíòÿáðÿ 2017, Áåäëåâî,
Ïîëüøà,

10. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �The 14th Whitney Problems Online
Workshop�, èþëü 2021, online, ÑØÀ,

11. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �The 30th St. Petersburg Summer Meeting
in Mathematical Analysis�, 1�6 èþëÿ 2021, ÏÎÌÈ ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

12. êîíôåðåíöèÿ ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðîâ ìèðîâîãî
óðîâíÿ, 9�13 àâãóñòà 2021, öåíòð Ñèðèóñ, Ñî÷è,

13. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àïïðîêñèìàöèÿ è äèñêðåòèçàöèÿ�,
30 àâãóñòà�3 ñåíòÿáðÿ 2021, Ìîñêâà,

14. êîíôåðåíöèÿ È. Ã Ïåòðîâñêîãî (24-ÿ ñåññèÿ) �Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû�, 26�30 äåêàáðÿ 2021, ÌÃÓ, Ìîñêâà,
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15. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìíîãîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è äèñ-
êðåòèçàöèÿ� 27 èþíÿ � 1 èþëÿ 2022, öåíòð Ñèðèóñ, Ñî÷è,

16. ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó àíàëèçó, ïîñâÿ-
ùåííàÿ ïàìÿòè Þ. Ã. Ðåøåòíÿêà, 23�29 îêòÿáðÿ 2022, èíñòèòóò ìàòåìà-
òèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê,

17. âòîðàÿ êîíôåðåíöèÿ Ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðîâ Ðîññèè. Ñåêöèÿ ¾Äåé-
ñòâèòåëüíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç¿, 7�11 íîÿáðÿ 2022, ÌÃÓ, Ìîñêâà.

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

1. ñåìèíàð ïî òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è
åå ïðèëîæåíèÿì ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñåìèíàð Ñ.Ì. Íè-
êîëüñêîãî, 2015, 2016, 2018, 2022),

2. ñåìèíàð �Êîëëîêâèóì ÌÈÀÍ� (ÌÈÀÍ, 2016),
3. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè ôóíê-

öèé (ÏÎÌÈ, 2017, 2021),
4. íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâè-

òåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Á.Ñ. Êàøèíà
è àêàäåìèêà ÐÀÍ Ñ.Â. Êîíÿãèíà (ÌÃÓ, 2020 online, 2022 o�ine),

5. ñåìèíàð �Geometric Analysis� Áèëåôåëüäñêîãî óíèâåðñèòåòà (Ãåð-
ìàíèÿ, online, 2021),

6. îáùåèíñòèòóòñêèé ñåìèíàð �Ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ� Ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà (2021),

7. ñåìèíàð �Beijing�MoscowMathematics Colloquium� (Ðîññèéñêî-Êèòàéñêèé
ñåìèíàð, 2021 online),

8. ñåìèíàð ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó (Ñåìèíàð Ãîí÷àðà, ÌÈÀÍ, 2022),
9. ñåìèíàð �Geometric Analysis and PDE� óíèâåðñèòåòà èìåíè Áåí-

Ãóðèîíà (Èçðàèëü, online, 2023).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 11
ðàáîòàõ àâòîðà, ïðèâåäåííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà, â ðåöåíçèðóåìûõ
íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ, âõîäÿùèõ â áàçû äàííûõ SCOPUS è
Web of Science.

Ëè÷íûé âêëàä. Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó è ñî-
ñòàâëÿþùèå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñà-
ìîñòîÿòåëüíî. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó è îïóáëèêîâàííûå
â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ, ïðèíàäëåæàò àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 7
ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 124 íàèìåíîâà-
íèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 325 ñòðàíèö.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Íóìåðàöèÿ ïðèâîäèìûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ ñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè â
îñíîâíîì òåêñòå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ âñå íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâå-
äåíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â îñòàëüíûõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè.
Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ íåêîòîðûé íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ÿâëÿ-
þùèéñÿ ôóíäàìåíòîì äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.

Ïîä øàðîì B â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, d) âñþäó ïîíèìàåòñÿ
çàìêíóòûé øàð. Âî èçáåæàíèå äâóñìûñëåííîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî øàð B â
X çàäàåòñÿ âìåñòå ñ íåêîòîðûìè ñâîèìè ðàäèóñîì rB è öåíòðîì xB. Ïðè
(x, r) ∈ X×[0,+∞) ïîëîæèì Br(x) := {y ∈ X : d(y, x) ⩽ r}.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé äèññåðòàöèè ïîä ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
ñ ìåðîé, äàëåå ñîêðàùåííî ì.ï.ì., ïîíèìàåòñÿ òðîéêà (X, d, µ), â êî-
òîðîé ïàðà (X, d) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à
µ � áîðåëåâñêè ðåãóëÿðíàÿ âíåøíÿÿ ìåðà íà (X, d), ïðèíèìàþùàÿ êî-
íå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ øàðàõ ïîëîæèòåëüíîãî ðàäè-
óñà. Åñëè m � ìåðà íà X, òî ïðè f ∈ Lloc

1 (X,m) âñþäó äàëåå ïîëàãàåì�
G f(y) dm(y) = 1

m(G)

�
G f(y) dm(y), åñëè m(G) > 0 è íîëü èíà÷å.

Ñêàæåì, ÷òî ìåðà µ îáëàäàåò ðàâíîìåðíî ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì óäâî-
åíèÿ, åñëè supx∈X supr∈(0,R] µ(B2r(x))/µ(Br(x)) < +∞ ∀R ∈ (0,+∞).

Ïðè p ∈ [1,∞) ì.ï.ì. (X, d, µ) íàçûâàåòñÿ äîïóñêàþùèì ñëàáîå ëî-
êàëüíîå (1, p)�íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå, åñëè äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâó-
þò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C = C(R, p) è λ = λ(R, p) òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîé ëèïèøèöåâîé ôóíêöèè f : X → R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

inf
c∈R

 

Br(x)

|f(y)−c| dµ(y) ⩽ Cr
(  

Bλr(x)

(lip f(y))p dµ(y)
) 1

p ∀(x, r) ∈ X×(0, R],

ãäå lip f(y) := limz→y |f(y)− f(z)|/ d(y, z) ïðè óñëîâèè, ÷òî y � ïðåäåëü-
íàÿ òî÷êà, è lip f(y) := 0 â èçîëèðîâàííîé òî÷êå y.
Îïðåäåëåíèå 1.2.70.Ïðè p ∈ [1,∞) ãîâîðÿò, ÷òî ì.ï.ì.X = (X, d, µ)

ÿâëÿåòñÿ p-äîïóñòèìûì è ïèñàòü X ∈ Ap, åñëè ìåðà µ îáëàäàåò ðàâíî-
ìåðíî ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ, à ì.ï.ì. X äîïóñêàåò ñëàáîå ëî-
êàëüíîå (1, p)-íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå.

Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèÿ d-îáõâàòà ïî Õàóñäîðôó Hd
δ è d-ìåðû Õàó-

ñäîðôà Hd ñòàíäàðòíû, íàïîìíèì áîëåå ñîâðåìåííûå îïðåäåëåíèÿ θ-
êîðàçìåðíîñòíîãî îáõâàòà è ìåðû Õàóñäîðôà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè θ ≥
0, δ ∈ (0,+∞] äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà E â ì.ï.ì. (X, d, µ) ïîëîæèì
Hθ,δ(E) := inf

∑
B∈B µ(B)/(rB)

θ, ãäå èíôèìóì âçÿò ïî âñåì íå áîëåå ÷åì
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ñ÷¼òíûì ïîêðûòèÿì B ìíîæåñòâà E çàìêíóòûìè øàðàìè ñ ðàäèóñàìè
rB ∈ (0, δ). Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëàãàåì Hθ(E) := limδ→+0Hθ,δ(E).

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè â ì.ï.ì. X = (X, d, µ) ìåðà µ îáëàäàåò ðàâíî-
ìåðíî ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ, òî ïðè d ≥ 0 ìíîæåñòâî S ⊂ X
íàçûâàåòñÿ d-ðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó, åñëè îíî çàìêíóòî è
Hd(Br(x) ∩ S) ≈ rd ïðè âñåõ (x, r) ∈ S × (0, 1]. Ïðè θ ≥ 0 ìíîæå-
ñòâî S ⊂ X íàçûâàåòñÿ θ-êîðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó, åñëè îíî
çàìêíóòî è Hθ(Br(x) ∩ S) ≈ µ(Br(x))/r

θ ïðè âñåõ (x, r) ∈ S × (0, 1].
Êëàññ âñåõ d-ðåãóëÿðíûõ (θ-êîðåãóëÿðíûõ) ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíî-

æåñòâ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ADRd(X) (ADRθ(X)).
Òàêæå â §1.2 ìû íàïîìèíàåì âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèå ïîðè-

ñòîñòè ìíîæåñòâà. Ïîðèñòûì ìíîæåñòâàì ïîñâÿùåíà êðàéíå îáøèðíàÿ
ëèòåðàòóðà ïî ïðè÷èíå èõ âîñòðåáîâàííîñòè âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. îáçîð58).
Îïðåäåëåíèå 1.2.103. Ïóñòü X = (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Äëÿ ìíîæåñòâà S ⊂ X è ïàðàìåòðà σ ∈ (0, 1] áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî øàð B = Br(x) ÿâëÿåòñÿ (S, σ)-ïîðèñòûì, åñëè íàéäåòñÿ øàð B′ =
Br′(x

′) ⊂ Br(x)\S òàêîé, ÷òî r′ ≥ σr. Ñåìåéñòâî âñåõ (S, σ)-ïîðèñòûõ øà-
ðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç PORS(σ) := PORX

S (σ). Øàð B = Br(x) íà-
çûâàåòñÿ S-ïîðèñòûì, åñëè îí (S, σ)-ïîðèñòûé ïðè íåêîòîðîì σ ∈ (0, 1).

Ïðè r ∈ (0, 1] ïîëîæèì Sr(σ) := {x ∈ S : Br(x) ∈ PORS(σ)}. Ñêà-
æåì, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ σ-ïîðèñòûì, åñëè S = Sr(σ) ïðè âñåõ r ∈ (0, 1].

Â §1.3 ìû íàïîìèíàåì ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè ïðî-
ñòðàíñòâ ÑîáîëåâàW 1

p (X), p ∈ (1,∞), à òàêæå ïîíÿòèå p-åìêîñòè Cp (ñì.
§1.4 â ìîíîãðàôèè4).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè p ∈ (1,∞) è X ∈ Ap äëÿ ëþáîãî F ∈ W 1
p (X) ñóùå-

ñòâóåò áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ F , íàçûâàåìàÿ p-òî÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì
F , òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî EF ⊂ X, èìåþùåãî p-åìêîñòü íóëü, ðàâåí-
ñòâî limr→0

�
Br(x)

|F (x) − F (y)| dµ(y) = 0 ñïðàâåäëèâî ∀x ∈ X \EF . Ýòî
ôàêò ïîçâîëÿåò íàì ââåñòè îïðåäåëåíèå ñëåäà ñîáîëåâñêîé ôóíêöèè.

Äëÿ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà E ⊂ X ÷åðåç B(E) áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé f : E → [−∞,+∞]. Íàïîìíèì
òàêæå, ÷òî ïðè p ∈ [1,∞) íåêîòîðîå ñâîéñòâî ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ âû-
ïîëíåííûì p-êâàçèâñþäó (p-ê.â. äëÿ êðàòêîñòè), åñëè îíî âûïîëíåíî
âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà p-åìêîñòè íóëü.
Îïðåäåëåíèå 1.3.17. Ïóñòü p ∈ (1,∞), X ∈ Ap, S ⊂ X è Cp(S) >

0. Îïðåäåëèì p-òî÷íûé ñëåä ýëåìåíòà F ∈ W 1
p (X) íà S ðàâåíñòâîì

F |S := {f ∈ B(S) : f(x) = F (x) ïðè p-ê.â. x ∈ S}. Áîëåå òîãî, îïðå-
58Shmerkin P. Porosity, dimension, and local entropies: a survey, arXiv:1110.5682, 2011.
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äåëèì p-òî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñëåäîâ ðàâåíñòâîì W 1
p (X)|S := {F |S :

F ∈ W 1
p (X)} è ïîëîæèì ∥f∥W 1

p (X)|S := inf{∥F∥W 1
p (X) : f = F |S} ïðè

f ∈ W 1
p (X)|S. Íàêîíåö ñêàæåì, ÷òî F ∈ W 1

p (X) ÿâëÿåòñÿ p-òî÷íûì ïðî-
äîëæåíèåì çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ B(S), åñëè f ∈ F |S.

Â äèññåðòàöèè ìû òàêæå ðàçðàáàòûâàåì áîëåå ãèáêèé ïîäõîä ê ïîíÿ-
òèþ ñëåäà ñîáîëåâñêîé ôóíêöèè.

Äëÿ çàäàííîé áîðåëåâñêè ðåãóëÿðíîé ìåðû m íà X ñèìâîëîì suppm
îáîçíà÷èì íîñèòåëü ìåðû m. Êðîìå òîãî, ÷åðåç L0(m) îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî m-êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè [f ]m âñåõ ôóíêöèé f ∈ B(suppm).
Íàêîíåö, ÷åðåç Im îáîçíà÷èì îïåðàòîð Im : B(suppm) → L0(m), ñîïî-
ñòàâëÿþùèé êàæäîé f ∈ B(suppm) ýëåìåíò [f ]m. Ñêàæåì, ÷òî ìåðà
m àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ¼ìêîñòè Cp, åñëè äëÿ âñÿêîãî
ìíîæåñòâà E ⊂ X èç ðàâåíñòâà Cp(E) = 0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî m(E) = 0.
Îïðåäåëåíèå 1.3.19. Ïóñòü p ∈ (1,∞), X ∈ Ap, S ⊂ X è Cp(S) > 0.

Ïóñòü m � íåíóëåâàÿ áîðåëåâñêè ðåãóëÿðíàÿ ìåðà íà X òàêàÿ, ÷òî m àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî Cp è S ⊂ suppm. Îïðåäåëèì m-ñëåä
ýëåìåíòà F ∈ W 1

p (X) íà S êàê m-êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè F |S, òî åñòü
F |mS := [F |S]m (ñèìâîë [F |S]m ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê m-êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ëþáîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f ∈ F |S). Îïðåäåëèì m-ïðîñòðàíñòâî
ñëåäîâ êàê îáðàç p-òî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ â ïðîñòðàíñòâå L0(m)
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Im, òî åñòü W 1

p (X)|mS := Im(W
1
p (X)|S). Ïîëî-

æèì ∥f∥W 1
p (X)|mS := inf{∥F∥W 1

p (X) : f = F |mS} ïðè f ∈ W 1
p (X)|mS . Íàêîíåö,

F ∈ W 1
p (X) íàçûâàåòñÿ m-ïðîäîëæåíèåì çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ B(S)

(èëè m-êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè [f ]m), åñëè f ∈ F |mS (åñëè [f ]m = F |mS ).
Â §1.4 îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà óäâîåíèÿ

áîðåëåâñêè ðåãóëÿðíûõ ìåð íà ì.ï.ì. X, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûì
åñòåñòâåííûì îñëàáëåíèåì ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ëîêàëüíîãî óäâîåíèÿ.
Êðîìå òîãî, ââîäèòñÿ íîâîå ïîíÿòèå òî÷êè Ëåáåãà ôóíêöèè îòíîñèòåëü-
íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïî-
íÿòèÿ òî÷êè Ëåáåãà ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

Â §1.5 ìû ôèêñèðóåì ì.ï.ì. X = (X, d, µ) ñ ìåðîé µ, îáëàäàþùåé
ðàâíîìåðíî ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ è ââîäèì öåíòðàëüíûå äëÿ
äàííîé äèññåðòàöèè ïîíÿòèÿ d-òîëñòîãî è θ-êîòîëñòîãî ïîäìíîæåñòâ X,
ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Ïðè θ ≥ 0 è λ ∈ (0, 1] ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

S ⊂ X ÿâëÿåòñÿ (θ, λ)-êîòîëñòûì, åñëè λµ(Br(x))
rθ

⩽ Hθ,r(Br(x) ∩ S) ïðè
âñåõ (x, r) ∈ S × (0, 1]. Êëàññ âñåõ (θ, λ)-êîòîëñòûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì
÷åðåç LCRθ(X, λ). Ïðè d ≥ 0 è λ ∈ (0, 1] ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî S ⊂ X
ÿâëÿåòñÿ (d, λ)-òîëñòûì, åñëè λrd ⩽ Hd

r(Br(x)∩S) ïðè âñåõ (x, r) ∈ S×

19



(0, 1]. Êëàññ âñåõ (d, λ)-òîëñòûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç LCRd(X, λ).
Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî S ⊂ X ÿâëÿåòñÿ θ-êîòîëñòûì (d-òîëñòûì),

åñëè îíî (θ, λ)-êîòîëñòîå ((d, λ)-òîëñòîå) ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1]. Ïîëî-
æèì LCRθ(X) := ∪λ∈(0,1]LCRθ(X, λ) è LCRd(X) := ∪λ∈(0,1]LCRd(X, λ).

Â §1.5 èçó÷àþòñÿ áàçîâûå ñâîéñòâà êëàññîâ LCRθ(X) è LCRd(X). Â
÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî, åñëè ìåðà µ îáëàäàåò ðàâíîìåðíî ëî-
êàëüíûì ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ, òî ADRθ(X) ⊂ LCRθ(X). Äàëåå, ìû ïî-
êàçûâàåì, ÷òî êëàññ LCRθ(X), θ ≥ 0, ÷ðåçâû÷àéíî øèðîê. Íàïðèìåð,
åñëè ì.ï.ì. X ÿâëÿåòñÿ Q-ðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó ïðè Q > 1 (òî
åñòü µ(Br(x)) ≈ rQ ïðè âñåõ (x, r) ∈ X×[0,+∞)), òî ëþáîå ëèíåé-
íî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, ïðè ëþáîì
θ ∈ [Q− 1, Q) ïðèíàäëåæèò êëàññó LCRθ(X). Íàèáîëåå ïðîñòîé ïðèìåð
ìíîæåñòâà S ∈ LCRθ(X) \ ADRθ(X), θ > 0, ìîæíî ïîñòðîèòü, ïîëî-
æèâ S = S1 ∪ S2 ïðè Si ∈ ADRθi(X), i = 1, 2 è 0 ⩽ θ1 < θ2 ⩽ θ. Ýòî
íàáëþäåíèå ìîòèâèðóåò ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1.5.17. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S ⊂ X ÿâëÿåò-

ñÿ êóñî÷íî êîðåãóëÿðíûì ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà
0 ⩽ θ1(S) < ... < θN(S),N ∈ N è ìíîæåñòâà Si ∈ ADRθi(S)(X) òàêèå, ÷òî
S = ∪N

i=1S
i. Ïîëîæèì θ(S) := θN(S). ×åðåç PADR(X) îáîõíà÷èì êëàññ

âñåõ êóñî÷íî ðåãóëÿðíûõ ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâ. Ïðè θ ≥ 0
ïîëîæèì PADRθ(X) := {S ∈ PADR(X) : θ(S) = θ}.

Ìû ïîêàçûâàåì â §1.5, ÷òî, åñëè µ îáëàäàåò ðàâíîìåðíî ëîêàëüíûì
ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ, òî PADRθ(X) ⊂ LCRθ(X) ïðè ëþáîì θ ≥ 0.
Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè öåëèêîì ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå îïèñàíèÿ

ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà θ-êîòîëñòûõ ïîäìíîæåñòâàõ ìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû áóäåì ñ÷èòàòü
ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòð p ∈ (1,∞) è ì.ï.ì. X = (X, d, µ) ∈ Ap.

Â §2.1 äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå θ-êîðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðàåóãîëüíûõ â äèññåðòàöèè.
Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð {mk} := {mk}∞k=0 íà

ì.ï.ì. X = (X, d, µ) íàçûâàåòñÿ θ-êîðåãóëÿðíîé, åñëè ïðè êàæäîì k ∈ N0

ìåðà mk áîðåëåâñêè ðåãóëÿðíàÿ, ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ è ñóùåñòâóåò ϵ =
ϵ({mk}) ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(M1) ñóùåñòâóåò òàêîå S ⊂ X, ÷òî suppmk = S ïðè âñåõ k ∈ N0;

(M2) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C1 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N0

mk(Br(x)) ⩽ C1
µ(Br(x))

rθ
ïðè âñåõ x ∈ X è âñåõ r ∈ (0, ϵk];
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(M3) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C2 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N0

mk(Br(x)) ≥ C2
µ(Br(x))

rθ
ïðè âñåõ x ∈ S è âñåõ r ∈ [ϵk, 1];

(M4) mk = wkm0 ïðè wk ∈ L∞(m0) äëÿ ëþáîãî k ∈ N0, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà C3 > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ k, j ∈ N0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ϵθj

C3
⩽

wk(x)

wk+j(x)
⩽ C3 äëÿ m0 − ï.â. x ∈ S.

Êëàññ âñåõ òàêèõ θ-êîðåãóëÿðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìåð {mk}, ÷òî
suppmk = S ∀k ∈ N0, îáîçíà÷èì ÷åðåç Mθ(S). Êðîìå òîãî, ñêàæåì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mk} ∈ Mθ(S) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî θ-êîðåãóëÿðíîé, åñëè

(M5) äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà E ⊂ S,

lim
k→∞

mk(Bϵk(x) ∩ E)

mk(Bϵk(x))
> 0 ïðè m0 − ï.â. x ∈ E.

Êëàññ âñåõ òàêèõ ñèëüíî θ-êîðåãóëÿðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìåð {mk},
÷òî suppmk = S ∀k ∈ N0, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Mstr

θ (S).
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.1.8. Ïóñòü θ ≥ 0 è ïóñòü S ⊂ X çàìêíóòî. Åñëè S ∈

LCRθ(X), òî Mstr
θ (S) ̸= ∅. Åñëè Mθ(S) ̸= ∅, òî S ∈ LCRθ(X).

Äàëåå â §2.1 èçó÷àþòñÿ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà θ-êîðåãóëÿðíûõ è ñèëü-
íî θ-êîðåãóëÿðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìåð. Òàêæå èññëåäóåòñÿ òîíêèé
âîïðîñ íåñîâïàäåíèÿ êëàññîâ Mθ(S) è Mstr

θ (S) è ñòðîèòñÿ ïðèìåð, ïîêà-
çûâàþùèé, ÷òî âêëþ÷åíèå Mstr

θ (S) ⊂ Mθ(S), âîîáùå ãîâîðÿ, ñòðîãîå.
Â §2.2 ìû ââîäèì ôóíêöèîíàë òèïà Áðóäíîãî-Øâàðöìàíà, êîòîðûé

áóäåò îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà. Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ôóíêöèîíàëîâ, èñ-
ïîëüçîâàííûõ Þ. Áðóäíûì â ñòàòüå59 è Ï. Øâàðöìàíîì â ðàáîòå60, íà
ñëó÷àé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â òà-
êîé ôîðìå ïîäîáíûå ôóíêöèîíàëû ââîäÿòñÿ âïåðâûå.
Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïðè c > 0 è δ > 0 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî

çàìêíóòûõ øàðîâ B := {Bri(xi)}Ni=1, N ∈ N, ÿâëÿåòñÿ (S, c, δ)-õîðîøèì,
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(B1) Bri(xi) ∩Brj(xj) = ∅, åñëè i, j ∈ {1, ..., N} è i ̸= j;

59ÁðóäíûéÞ. À. Ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ ïðèáëèæåíèé // Òð. ÌÌÎ.
� 1971. � Ò. 24. � Ñ. 69�132.

60Shvartsman P. Sobolev W 1
p -spaces on closed subsets of Rn // Adv. Math. � 2009. � Vol. 220. � �6.

� P. 1842�1922.
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(B2) 0 < min{ri : i = 1, ..., N} ⩽ max{ri : i = 1, ..., N} ⩽ δ;
(B3) Bcri(xi) ∩ S ̸= ∅ ïðè âñåõ i ∈ {0, ..., N}.
Ñêàæåì, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ (S, c, δ)-ñåìåéñòâîì Óèòíè, åñëè ïîìèìî

(B1)�(B3) âûïîëíåíî óñëîâèå (B4), òî åñòü B ⊂ X \S äëÿ âñåõ B ∈ B.
Ïóñòü m � áîðåëåâñêè ðåãóëÿðíàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ìåðà íà X. Åñëè

áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî G ⊂ X òàêîâî, ÷òî m(G) ∈ (0,+∞), òî ïðè f ∈
Lloc
1 (X,m) ïîëîæèì Em(f,G) := infc∈R

�
G |f(x)−c| dm(x). Åñëè m(G) = 0,

òî ôîðìàëüíî ïîëàãàåì Em(f,G) = 0. Ïðè r > 0 ïîëîæèì

Ẽm(f,Br(x)) :=

{
Em(f,B2r(x)), åñëè Br(x) ∩ suppm ̸= ∅;
0, åñëè Br(x) ∩ suppm = ∅.

Âñþäó äàëåå, åñëè {mk} ∈ Mθ(S), òî Lloc
1 ({mk}) := ∩∞

k=0L
loc
1 (mk).

Îïðåäåëåíèå 2.2.7. Ïóñòü θ ≥ 0, S ∈ LCRθ(X), {mk} ∈ Mθ(S) è
ϵ = ϵ({mk}) ∈ (0, 1). Ïðè δ ∈ (0, 1] è c > 0 ôóíêöèîíàë òèïà Áðóäíîãî�
Øâàðöìàíà íà ìàñøòàáå δ, äåéñòâóþùèé èç Lloc

1 ({mk}) â [0,+∞], çàäà-
¼òñÿ ôîðìóëîé

BSN δ
p,{mk},c(f) := sup

(∑
B∈Bδ

µ(B)

(rB)p

(
Ẽmk(B)

(f, cB)
)p) 1

p

, f ∈ Lloc
1 ({mk}),

ãäå ñóïðåìóì âçÿò ïî âñåì êîíå÷íûì (S, c, δ)-õîðîøèì ñåìåéñòâàì Bδ.
Ïîëîæèì BSNδ

p,{mk},c(f) := ∥f∥Lp(m0) + BSN δ
p,{mk},c(f), f ∈ Lloc

1 ({mk}). Â
ïðèâåä¼ííîì âûøå îïðåäåëåíèè èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå.
Åñëè B = Br(x), r > 0, òî k(B) := kϵ(r) = max{k ∈ Z : r ⩽ ϵk}.

Â §2.2 ìû òàêæå ââîäèì íîâûå ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå Lloc
1 ({mk}),

êîòîðûå çàòåì â §2.6 ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâàW 1
p (X)|

m0

S .
Ìû ôèêñèðóåì θ ∈ [0, p), íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî S ∈ LCRθ(X)
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mk} ∈ Mθ(X) âìåñòå ñ ïàðàìåòðîì ϵ ∈ (0, 1

10).
Ìû ñòàðòóåì ñ åñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìàêñèìàëüíîé

ôóíêöèè Êàëüäåðîíà61. Ïðè f ∈ Lloc
1 ({mk}) îïðåäåëèì {mk}-ìàêñèìàëüíóþ

ôóíêöèþ Êàëüäåðîíà ïî ôîðìóëå f ♯
{mk}(x) := supr∈(0,1]

1
r Ẽmk(r)

(f,Br(x)),

x ∈ X. Ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå k(r) := max{k ∈ Z : ϵk ≥ r}.
Îïðåäåëåíèå 2.2.12. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë Êàëüäåðîíà íà ïðî-

ñòðàíñòâå Lloc
1 ({mk}) ñî çíà÷åíèÿìè â [0,+∞], ïîëàãàÿ CN p,{mk}(f) :=

∥f ♯
{mk}∥Lp(µ) ïðè f ∈ Lloc

1 ({mk}).Êðîìå òîãî, ïîëîæèì òàêæåCNp,{mk}(f) :=

∥f∥Lp(m0) + ∥f ♯
{mk}∥Lp(µ) ïðè f ∈ Lloc

1 ({mk}).
Äàëåå ââîäèòñÿ îáîáùåíèå ïîëóíîðìû Áåñîâà.

61Calder�on A. P. Estimates for singular integral operators in terms of maximal functions // Studia
Math. � 1972. � Vol. 44. � P. 563�582.
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Îïðåäåëåíèå 2.2.16. Ïðè σ ∈ (0, 1], ââåä¼ì ôóíêöèîíàë Áåñîâà íà
Lloc
1 ({mk}) ñî çíà÷åíèÿìè â [0,+∞], ïîëàãàÿ ïðè êàæäîì f ∈ Lloc

1 ({mk}),

BN p,{mk},σ(f) := ∥f ♯
{mk}∥Lp(S,µ)+

( ∞∑
k=1

ϵk(θ−p)

�

Sϵk (σ)

(
Emk

(f,Bϵk(x))
)p

dmk(x)
) 1

p

.

Ïîëîæèì BNp,{mk},σ(f) := ∥f∥Lp(m0) + BN p,{mk},σ(f) ïðè f ∈ Lloc
1 ({mk}).

Â §2.3 ìû ñòðîèì íîâûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü îáðàòèìóþ õàðàêòåðèñòèêó ñëåäà ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà
W 1

p (X) íà θ-êîòîëñòûõ ìíîæåñòâàõ.
Äàëåå â §2.4 ìû óñòàíàâëèâàåì âàæíûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâ-

íûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû íåðàâåíñòâà ìåæäó ôóíêöèîíàëàìè BSNp,{mk},c,
CNp,{mk}, è BNp,{mk},σ.

Â §2.5, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ ðàáîòû62, ìû óñòàíàâëèâàåì àíàëîã
íåðàâåíñòâà Õåäáåðãà�Âîëüôà äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ðèññà. Ýòîò ðåçóëüòàò
â êîìáèíàöèè ñî ñâîéñòâàìè θ-êîðåãóëÿðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìåð
{mk} ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òàê íàçûâàåìîé �ïðÿìîé
òåîðåìû î ñëåäå�.

Â §2.6 ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû, êî-
òîðûå äàþò ðåøåíèå ïðîáëåìû ñëåäà â ñëó÷àå θ-êîòîëñòûõ ìíîæåñòâ.
Ìû ôèêñèðóåì ïàðàìåòð θ ∈ [0, p), íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî S ∈
LCRθ(X) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mk} ∈ Mθ(X) âìåñòå ñ ϵ ∈ (0, 1

10).
Ïåðâûé èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû äà¼ò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíò-

íûõ õàðàêòåðèçàöèé m0-ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ W 1
p (X)|

m0

S .

Òåîðåìà 2.6.1. Åñëè {mk} ∈ Mstr
θ (X), c ≥ 3

ϵ è σ ∈ (0, ϵ
2

4c), òî äëÿ
çàäàííîãî ýëåìåíòà f ∈ Lloc

1 ({mk}) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) f ∈ W 1
p (X)|

m0

S ;

(ii) CNp,{mk}(f) < +∞;

(iii) BSNp,{mk},c(f) < +∞;

(iv) BNp,{mk},σ(f) < +∞.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ c ≥ 3
ϵ è σ ∈ (0, ϵ

2

4c), äëÿ ëþáîãî f ∈ Lloc
1 ({mk})

∥f∥W 1
p (X)|m0

S
≈ CNp,{mk}(f) ≈ BSNp,{mk},c(f) ≈ BNp,{mk},σ(f),

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû ýêâèâàëåíòíîñòè íå çàâèñÿò îò f .

62Cascante C., Ortega J. M., Verbitsky I. E. Nonlinear potentials and two weight trace inequalities for
general dyadic and radial kernels // Indiana Univ. Math. J. � 2004. � Vol. 53. � �3. � P. 845�882.
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Âòîðîé èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû äà¼ò õàðàêòåðèçàöóþ p-òî÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ W 1

p (X)|S.
Òåîðåìà 2.6.3. Áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f : S → R ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâó W 1
p (X)|S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè:

(A) m0-êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [f ]m0
ôóíêöèè f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-

ñòâó W 1
p (X)|

m0

S ;

(B) ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî Sf ⊂ S, ÷òî Cp(S \ Sf) = 0 è

lim
k→∞

 

Bϵk (x)

|f(x)− f(y)| dmk(y) = 0 ïðè âñåõ x ∈ Sf .

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ c ≥ 3
ϵ è σ ∈ (0, ϵ

2

4c), äëÿ ëþáîãî f ∈ W 1
p (X)|S

∥f∥W 1
p (X)|S ≈ CNp,{mk}(f) ≈ BSNp,{mk},c(f) ≈ BNp,{mk},σ(f),

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû ýêâèâàëåíòíîñòè íå çàâèñÿò îò f .
Äëÿ ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ E1 := (E1, ∥ · ∥1) è E2 :=

(E2, ∥ · ∥2) ÷åðåç L(E1, E2) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåé-
íûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç E1 â E2.

Òðåòèé èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 2.6.6. Åñëè {mk} ∈ Mstr

θ (S), òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) Ñóùåñòâóåò m0-îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Ext ∈ L(W 1
p (X)|

m0

S ,W 1
p (X));

(2) Ñóùåñòâóåò p-òî÷íûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Ext ∈ L(W 1
p (X)|S,W 1

p (X));

(3) Êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå Im0
: W 1

p (X)|S → W 1
p (X)|

m0

S , ñòàâÿùåå êàæ-
äîìó f ∈ W 1

p (X)|S â ñîîòâåòñòâèå m0-êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [f ]m0

ôóíêöèè f , ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì;

(4) Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

W 1
p (X)

Tr |S
��

Id //
W 1

p (X)

Tr |m0
S

��

Id
oo

W 1
p (X)|S

Im0 //
Ext

OO

W 1
p (X)|

m0

S .
I−1
m0

oo

Ext

OO

Öåëüþ òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèÿ àáñòðàêòíûõ êðèòåðè-
åâ íà ñëåä ïðîñòðàíñòâà W 1

p (X), ïîëó÷åííûõ âî âòîðîé ãëàâå, íà êîí-
êðåòíûõ èíòåðåñíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðèìåðàõ, êîòîðûå íå ìîãëè áûòü
ðàññìîòðåíû ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ðàíåå ìåòîäîâ.
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Â §3.1 ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïðîù¼í-
íûõ êðèòåðèåâ íà ñëåä ïðîñòðàíñòâà W 1

p (X) íà êóñî÷íî êîðåãóëÿðíûõ
ïî Àëüôîðñó�Äàâèäó ïîäìíîæåñòâàõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé.
Ìû ôèêñèðóåì p ∈ (1,∞), ì.ï.ì. X ∈ Ap, ïàðàìåòðû θ ∈ [0, p), θ ∈ [θ, p)
è ìíîæåñòâî S ∈ PADRθ(X). Çàôèêñèðóåì êîíêðåòíóþ θ-êîðåãóëÿðíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð, ïîëàãàÿ mk :=

∑N
i=1 2

k(θ−θi)Hθi⌊Si ïðè k ∈ N0.
Äëÿ êàæäîãî k ∈ Z ïîëîæèì wk(y, z) := (µ(Bk(y)))

− 1
2 (µ(Bk(z)))

− 1
2

ïðè (y, z) ∈ X×X. Îòìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîíêðåòíûé âûáîð
ôóíêöèé wk, k ∈ N0 íå ñòîëü âàæåí. Âñå ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû
îñòàíóòñÿ â ñèëå ïðè çàìåíå ôóíêöèé wk, k ∈ N0 íà ôóíêöèè w̃k, k ∈ N0,
îòëè÷àþùèåñÿ îò íèõ íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó ðàç.

Ïðè i ∈ {1, ..., N} è f ∈ Lloc
1 (Hθi⌊Si), äëÿ ëþáîãî k ∈ Z ïîëîæèì

Ai
k(f)(x) :=

 

Bk(x)∩Si

f(x′) dHθi(x
′), x ∈ Si.

Áîëåå òîãî, ïðè i, j ∈ {1, ..., N} è f ∈ Lloc
1 (Hθi⌊Si) ∩ Lloc

1 (Hθj⌊Sj), äëÿ
ëþáîãî k ∈ Z ðàññìîòðèì äâîéíîå óñðåäíåíèå

Ai,j
k (f)(y, z) :=

 

Bk(y)∩Si

 

Bk(z)∩Sj

|f(y′)−f(z′)| dHθi(y
′)dHθj(z

′), (y, z) ∈ Si×Sj.

Ïðè f ∈ ∩N
i=1Lp(Hθi⌊Si) ïîëîæèì

GL(1)
p (f) :=

(∑
i̸=j

∞∑
k=1

2k(p−θi−θj)

�

Σi,j
k

wk(y, z)|f(y)− f(z)|p dHθi(y)dHθj(z)
) 1

p

;

GL(2)
p (f) :=

(∑
i̸=j

∞∑
k=1

2k(p−θi−θj)

�

Σi,j
k

wk(y, z)|Ai
k(f)(y)− Aj

kf(z)|
p dHθi(y)dHθj(z)

) 1
p

;

GL(3)
p (f) :=

(∑
i̸=j

∞∑
k=1

2k(p−θi−θj)

�

Σi,j
k

wk(y, z)(A
i,j
k (f)(y, z))p dHθi(y)dHθj(z)

) 1
p

.

Â âûøåïðèâåä¼ííûõ ôîðìóëàõ Σi,j
k := {(y, z) ∈ Si × Sj : d(y, z) ⩽ 2−k}.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû §3.1 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàþòñÿ íà
äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî θ1(S) > 0. Â §3.1 ïðè s > 0 ìû íàïîìèíàåì îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
Áåñîâà Bs

p(Hθi⌊Si) := Bs
p,p(Hθi⌊Si), åñëè θi > 0. Ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòå-

ðèé íà ñëåä ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ñëåäñòâèå 3.1.66. Ôóíêöèÿ f ∈ ∩N
i=1Lp(Hθi⌊Si) ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâóW 1
p (X)|

m0

S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè f ∈ ∩N
i=1B

1− θi
p

p (Hθi⌊Si)

è GL(l)
p (f) < +∞ ïðè íåêîòîðîì l ∈ {1, 2, 3}. Êðîìå òîãî,

∥f∥W 1
p (X)|m0

S
≈

N∑
i=1

∥f∥
B

1− θi
p

p (Si)
+ GL(l)

p (f), l ∈ {1, 2, 3},

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû ýêâèâàëåíòíîñòè íå çàâèñÿò îò f ,
è ñóùåñòâóåò m0-îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ExtS,{mk} ∈ L(W 1

p (X)|
m0

S ,W 1
p (X)).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî S = S1∪S2. Ïðè ýòîì θ1(S) =
0, à θ2(S) > 0. Â òàêîì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùèé êðèòåðèé.
Ñëåäñòâèå 3.1.99. Ôóíêöèÿ f ∈ ∩2

i=1Lp(Hθi⌊Si) ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâóW 1
p (X)|

m0

S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè f ∈ B
1− θ2

p
p (Hθ2⌊S2),

f ♯
µ⌊S1

∈ Lp(S, µ) è GL(3)
p (f) < +∞. Êðîìå òîãî,

∥f∥W 1
p (X)|m0

S
≈ ∥f∥Lp(S1,µ) + ∥f ♯

µ⌊S1
∥Lp(S1,µ) + ∥f∥

B
1− θ2

p
p (S2)

+ GL(3)
p (f),

ãäå êîíñòàíòû ýêâèâàëåíòíîñòè íå çàâèñÿò îò f , è ñóùåñòâóåò m0-
îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ExtS,{mk} ∈ L(W 1

p (X)|
m0

S ,W 1
p (X)).

Â §3.2 ìû èçó÷àåì ïðîáëåìó êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {mk} ∈ Mstr

1 (Γ) â ñëó÷àå, êîãäà Γ � ïðîñòàÿ (òî åñòü
áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé) ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ â R2 ïîëîæèòåëüíîé äëèíû.
Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, Γ íå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî êîðåãóëÿðíûì ïî
Àëüôîðñó�Äàâèäó ìíîæåñòâîì â R2.

Èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè êîíêðåòíûå êîíñòðóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ìåð {mk} ∈ Mstr

1 (Γ), ìû ïîëó÷àåì óïðîù¼ííîå (ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðå-
ìîé 2.6.1.) âíóòðåííå îïèñàíèå H1⌊Γ-ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà W 1

p (R2) âî âñåì äèàïàçîíå p ∈ (1,∞).
Â §3.3 ðåøåíà ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ñëåäà ïðîñòðàíñòâà ÑîáîëåâàW 1

p (X)
íà ïðîèçâîëüíîì íåïóñòîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå S Q-ðåãóëÿðíîãî
ïî Àëüôîðñó ì.ï.ì. X ïðè óñëîâèè, ÷òî p > Q. Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷àåì
åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå îäíîãî èç êðèòåðèåâ Ï. Øâàðöìàíà63.
×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ïîðèñòîñòè ìíî-

æåñòâ â Rn, n ∈ N.
Íà ïðîòÿæåíèè ãëàâû ôèêñèðóåòñÿ ÷èñëî n ∈ N. ×åðåç Q áóäåì îáî-

çíà÷àòü çàìêíóòûé êóá â Rn ñ ðåáðàìè ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
îñÿì, à ÷åðåç l(Q) � åãî äëèíó ðåáðà.

63Shvartsman P. Sobolev W 1
p -spaces on closed subsets of Rn // Adv. Math. � 2009. � Vol. 220. � �6.

� P. 1842�1922.
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Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ëèòåðàòóðå äàâíî èçâåñòíû ðåçóëüòàòû î òîì,
÷òî �äîñòàòî÷íî ñèëüíàÿ ïîðèñòîñòü� ìíîæåñòâà S ⊂ Rn âëå÷¼ò çà ñîáîé
íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùåãî îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó íà åãî ðàçìåðíîñòü d ïî
Õàóñäîðôó, êîòîðàÿ íåîáõîäèìî îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå n. Îäíàêî, î÷åâèä-
íî, ôàêò òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ìåíüøå ÷åì ðàçìåðíîñòü îáú-
åìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà, íå õàðàêòåðèçóåì ïîðèñòîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ìû æå â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ èä¼ì â íåêîòîðîì ñìûñëå â ïðîòèâî-
ïîëîæíîì ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùèì èññëåäîâàíèÿì íàïðàâëåíèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïîðèñòûå ìíîæåñòâà âîçíèêàþò â ôóíêöèîíàëå òèïà
Áåñîâà â òåîðåìå 2.6.1. Áîëåå òîãî, çàâèñèìîñòü ïîðèñòîñòè êóáîâ Q îò
ïîâåäåíèÿ Hd

∞(Q ∩ S) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðàåóãîëüíûõ êàìíåé ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 5.

Ïóñòü S ⊂ Rn. Ïðè d ∈ [0, n], λ ∈ (0, 1] ïîëîæèì FS(d, λ) := {Q :
Hd

∞(Q ∩ S) ≥ λ(l(Q))d} è îïðåäåëèì (d, λ)-òîëñòîå îòíîñèòåëüíî S

ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y ∈ Rn \ S äî S ïî ôîðìóëå

DS,d,λ(y, S) :=

{
inf{l(Q) : Q ∈ FS(d, λ), y ∈ Q}, {Q ∈ FS(d, λ) : y ∈ Q} ≠ ∅;
+∞, {Q ∈ FS(d, λ) : y ∈ Q} = ∅.

Ïðè δ ≥ 0 ìû òàêæå îïðåäåëèì (d, λ)-òîëñòóþ δ-îêðåñòíîñòü ìíîæå-
ñòâà S ïî ôîðìóëå Sδ(d, λ) :=

{
y ∈ Rn : DS,d,λ(y, S) ⩽ δ

}
.

Â §4.2 ìû ïîñòðîèì ïñåâäîìåòðèêó ρ := ρS,d,λ íà Rn è ïîêàæåì, ÷òî
Sδ(d, λ) ÿâëÿåòñÿ δ-îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà S â ïñåâäîìåòðèêå ρ.

Â §4.3 ìû ðàçâèâàåì èäåè Þ. Íåòðóñîâà64, ÷òî ïîçâîëÿåò çàëîæèòü
òåõíè÷åñêèé ôóíäàìåíò, íåîáõîäèìûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåî-
ðåì â ïîñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Â §4.4 äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû.
Äàëåå ñèìâîë Ln � êëàññè÷åñêàÿ n-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà.
Îïðåäåëåíèå 4.4.33. Äëÿ ìíîæåñòâà S ⊂ Rn, êóáà Q è ïàðàìåòðà

γ ∈ (0, 1] ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî U ⊂ Q ÿâëÿåòñÿ (S, γ)-ïîëîñòüþ êó-
áà Q, åñëè U ⊂ Q \S è Ln(U \S) ≥ γ(l(Q))n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êóá Q
ÿâëÿåòñÿ (S, γ)-ïîëûì, åñëè ñóùåñòâóåò (S, γ)-ïîëîñòü U êóáà Q.

Öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò ãëàâû 4 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà 4.4.50. Ïóñòü d ∈ [0, n), λ ∈ (0, 1) è λ ∈ (0, 1). Òîãäà

ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû γ = γ(n, d, λ) ∈ (0, 1] è δ = δ(n, d, λ, λ) ∈ (0, 1)

òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S ⊂ Rn, ëþáîãî êóáà Q ñ äëèíîé
ðåáðà l = l(Q) ∈ (0, 1], óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ Hd

∞(Q ∩ S) < λld,
è ëþáîãî δ ∈ (0, δ] ìíîæåñòâî Wδl(Q) := Q \ Sδl(d, λ) ÿâëÿåòñÿ (S, γ)-
ïîëîñòüþ êóáà Q.

64Þ.Â. Íåòðóñîâ Þ. Â. Ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà, ïîðîæäåííîì èíòåãðàëü-
íîé ìåòðèêîé // Çàï. íàó÷. ñåì. ÏÎÌÈ. � 1994. � Ò. 217. � Ñ. 92�111.
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Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ôàêò, êîòîðûé, ïî-âèäèìîìó, ñòîèò ñ÷è-
òàòü ôîëüêëîðîì.
Ïðåäëîæåíèå À. Ïóñòü d ∈ (0, n) è S ∈ ADRd(Rn). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ÷èñëî σ ∈ (0, 1), ÷òî S ∈ PORRn

σ (S).
Ê ñîæàëåíèþ, àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ À íå ñïðàâåäëèâ äëÿ d-òîëñòûõ

ìíîæåñòâ. Îäíàêî, èç òåîðåìû 4.4.50 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4.4.60. Ïóñòü d ∈ [0, n), λ ∈ (0, 1). Äëÿ ëþáîãî λ ∈ (0, 1)

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà τ = τ(n, d, λ, λ) ∈ (0, 1) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà S ∈ LCRd(Rn, λ) ëþáîé êóá Q ñ äëèíîé ðåáðà l(Q) ∈ (0, 1]
è Hd

∞(Q ∩ S) < λ(l(Q))d ÿâëÿåòñÿ (S, τ)-ïîðèñòûì.
Â §4.5 ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ

â §4.4 ðåçóëüòàòîâ.
Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå �ïî÷òè òî÷íîãî� âíóòðåííåãî îïè-

ñàíèÿ ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W 1
p (Rn) íà êîìïàêòàõ S ⊂ Rn,

n ≥ 2, â ñëó÷àå p ∈ (1, n] áåç êàêèõ ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëî-
æåíèé îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíîñòè S. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, äëÿ ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ìû ïîñòðîèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X(ε), êîòîðîå
ñîäåðæèò W 1

p (Rn)|S è ñîäåðæèòñÿ â W 1
p−ε(Rn)|S. Ïðè ýòîì, íîðìà ôóíê-

öèè â X(ε) �çàäà¼òñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì�.
Â §5.1 ñîáðàíû íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.
Ïóñòü ìíîæåñòâî S ⊂ Rn òàêîâî, ÷òî Hd(S) > 0 ïðè íåêîòîðîì d ∈

(0, n]. Ïóñòü Dk, k ∈ Z � ñåìåéñòâî âñåõ äâîè÷íûõ êóáîâ ñ äëèíîé ðåáðà
2−k, à D+ := ∪k∈N0

Dk. Ïðè λ ∈ (0, 1] ïîëîæèì DFS(d, λ) := {Q ∈ D+ :
DHd

∞(Q ∩ S) ≥ λl(Q)d}, ãäå DHd
∞ � äâîè÷íûé d-îáõâàò ïî Õàóñäîðôó

(òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêðûòèÿ îáðàçîâàíû äâîè÷íûìè êóáàìè), à
l(Q) � äëèíà ðåáðà êóáà Q.

Âàæíåéøåé êîíöåïöèåé, ââåä¼ííîé â §5.1, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå îáîáùå-
íèå îïðåäåëåíèÿ 2.1.1. íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
Rn. Äàëåå ïðè x ∈ Rn è l ≥ 0 ìû ïîëàãàåì Ql(x) :=

∏n
i=1[xi − l

2 , xi +
l
2 ],

à ïðè k ∈ Z, m ∈ Zn ïîëàãàåì Qk,m :=
∏n

i=1[
mi

2k
, mi+1

2k
].

Îïðåäåëåíèå 5.1.5. Ïóñòü d ∈ (0, n], à S ⊂ Rn � çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþHd

∞(S) > 0. Ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áîðåëåâñêè ðåãóëÿðíûõ ìåð {mk} ÿâëÿåòñÿ d-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Ôðîñòìàíà íà S, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(FM1) suppmk = S äëÿ âñåõ k ∈ N0;
(FM2) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C1 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N0

mk(Ql(x)) ⩽ C1l
d ïðè âñåõ x ∈ Rn è âñåõ l ∈ (0, 2−k];

(FM3) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C2 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N0

mk(Qk,m ∩ S) ≥ C2Hd
∞(Qk,m ∩ S) ïðè âñåõ m ∈ Zn;

28



(FM4) mk = wkm0 ïðè wk ∈ L∞(m0) äëÿ ëþáîãî k ∈ N0, è ñóùåñòâóåò
òàêàÿ êîíñòàíòà C3 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ k, j ∈ N0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(C3)
−12(d−n)jwk+j(x) ⩽ wk(x) ⩽ C3wk+j(x) ïðè m0 − ï.â. x ∈ S.

Êëàññ âñåõ d-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ôðîñòìàíà íà S îáîçíà÷èì FMd(S).
Â §5.2 ââîäÿòñÿ íîâûå ïîíÿòèÿ è äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ðå-

çóëüòàòû, ÿâëÿþùèåñÿ òåõíè÷åñêèì ôóíäàìåíòîì äëÿ äàëüíåéøåãî.
Ïåðâîå êëþ÷åâîå îïðåäåëåíèå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 5.2.5. Ïóñòü d ∈ (0, n] è Hd

∞(S) > 0. Ïðè λ ∈ (0, 1]
è c ≥ 1 äëÿ êóáà Q ⊂ Rn îïðåäåëèì (d, λ, c)-áàøíþ êóáà Q ðàâåíñòâîì
Td,λ,c(Q) := {Q′ : Q′ ∈ DFS(d, λ) è Q ⊂ cQ′}.

Âòîðîå êëþ÷åâîå îïðåäåëåíèå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 5.2.9. Ïóñòü ÷èñëî d ∈ (0, n] òàêîå, ÷òî Hd

∞(S) > 0.
Ïóñòü λ ∈ (0, 1], c ≥ 1. Äëÿ çàäàííîãî êóáà Q ∈ D+ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
êóá Q ∈ D+ ÿâëÿåòñÿ (d, λ, c)-íàêðûâàþùèì äëÿ Q, åñëè ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(C1) l(Q) ≥ l(Q) è Q ⊂ cQ;
(C2) Q ∈ DFS(d, λ);
(C3) åñëè Q′ ∈ D+, Q ⊂ Q′ è l(Q′) ∈ (l(Q), l(Q)), òî Q′ /∈ DFS(d, λ).
Äëÿ êóáà Q ∈ D+ îáîçíà÷èì ÷åðåç Kd,λ,c(Q) ñåìåéñòâî (âîçìîæíî,

ïóñòîå) âñåõ (d, λ, c)-íàêðûâàþùèõ äëÿ Q êóáîâ.
Îïðåäåëåíèå 5.3.6. Ïóñòü d ∈ (0, n] è ïóñòü S ⊂ Q0,0 � êîìïàêò,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Hd
∞(S) > 0. Ïóñòü λ ∈ (0, 1] è c ≥ 1. Ïóñòü

{mk} ∈ FMd(S) è f ∈ L1({mk}). Ïðè x ∈ Rn ïîëîæèì

f ♮
{mk},λ,c(x) := sup l(Q)−1

 
Q

 
Q

|f(y)− f(z)| dm(y) dm(z),

ãäå ñóïðåìóì âçÿò ïî âñåì òàêèì ïàðàì êóáîâ Q,Q, ÷òî:

(f1) x ∈ cQ è Q,Q ∈ DFS(d, λ);

(f2) 0 < l(Q) ⩽ l(Q) ⩽ 1;

(f3) Q ∈ Kd,λ,c(Q).

Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïàðû êóáîâQ,Q, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (f1)�

(f3), òî ïîëàãàåì f ♮
{mk},λ,c(x) := 0. Îòîáðàæåíèå x → f ♮

{mk},λ,c(x) íàçîâ¼ì
äâîè÷íîé îáîáù¼ííîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèåé òèïà Êàëüäåðîíà.
Îïðåäåëåíèå 5.3.9. Ïóñòü d′ ∈ (0, n], à S ⊂ Q0,0 � êîìïàêò, óäî-

âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Hd′
∞(S) > 0. Äëÿ çàäàííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè

f : S → R ñêàæåì, ÷òî x ∈ S � d′-ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà f è áóäåì ïè-
ñàòü x ∈ Sf(d

′), åñëè äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m′
k} ∈ FMd′(S)
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ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
k→∞

max
Q∈Td′,λ′,c′(x)∩Dk

 

Q

|f(x)− f(y)| dm′
k(y) = 0 ∀c′ ≥ 1,∀λ′ ∈ (0, 1).

Åñëè ïðè íåêîòîðîì k ∈ N0 ìíîæåñòâî Td′,λ′,c′(x) ∩Dk ïóñòî, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ìàêñèìóì ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. ×åðåç Sf(d

′) îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ d′-ðåãóëÿðíûõ òî÷åê f .

Òåïåðü ìû ãîòîâû ââåñòè íîâîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî.
Îïðåäåëåíèå 5.3.11. Ïóñòü d∗ ∈ (0, n], à S ⊂ Q0,0 � òàêîé êîìïàêò,

÷òî λ∗ := Hd∗
∞(S) > 0. Ïóñòü λ ∈ (0, 1] è c ≥ 1 � íåêîòîðûå ôèêñèðî-

âàííûå êîíñòàíòû. Ïóñòü d ∈ (0, d∗] è {mk} ∈ FMd(S). Ïðè p ∈ (1,∞)
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ f : S → R ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâó X̃
d∗

p,d,{mk}(S), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Hd∗(S \ Sf(d
′)) = 0 äëÿ âñåõ d′ ∈ [d, d∗];

(2) Ñp,λ,{mk},c(f) < +∞, ãäå ìû ïîëàãàåì

Np,{mk},λ,c(f) := ∥f ♮
{mk},λ,c∥Lp(Rn), Ñp,λ,{mk},c(f) := ∥f∥Lp(m0)+Np,{mk},λ,c(f).

Îïðåäåëèì Xd∗

p,d,{mk}(S) êàê ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü

Xd∗

p,d,{mk}(S) := X̃
d∗

p,d,{mk}(S)/{f ∈ X̃
d∗

p,d,{mk}(S) : Ñp,{mk},λ,c(f) = 0}.

Ñíàáäèì Xd∗

p,d,{mk}(S) íîðìîé, çàäàâàåìîé ôóíêöèîíàëîì Ñp,{mk},λ,c, òî

åñòü ïðè [f ] ∈ Xd∗

p,d,{mk}(S) ïîëîæèì ∥[f ]∥Xd∗
p,d,{mk}

(S) := Ñp,{mk},λ,c(f).

Â §5.3 ïîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 5.3.11. è óñòàíàâëèâà-
þòñÿ íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Xd∗

p,d,{mk}(S). Êðîìå

òîãî, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî Xd∗

p,d,{mk}(S) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, íî äîêà-
çûâàåòñÿ ñåé ôàêò äàëåå â §5.7.

Â §5.4 ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ íîâîãî îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ.
Â §5.5 èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñõîäèìîñòè â Lp(Rn) ñïåöèàëüíîé àïïðîê-

ñèìèðóùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fk}, ââåä¼ííîé â §5.4, à òàêæå âîïðî-
ñû îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fk} â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà
W 1

p (Rn). Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàòåì óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê íàçû-
âàåìàÿ �îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñëåäå�, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðâûé êðàåóãîëüíûì
êàìíåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû ãëàâû 5.

Â §5.6 äîêàçûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ �ïðÿìàÿ òåîðåìà î ñëåäå�, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ âòîðûì êðàåóãîëüíûì êàìíåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâ-
íîé òåîðåìû ãëàâû 5.

Â §5.7 ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû, êî-
òîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå 1.3.19.
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è ïîëîæèì W 1
p (Rn)|d∗S := W 1

p (Rn)|H
d∗⌊S

S , ãäå Hd∗⌊S � îãðàíè÷åíèå d∗-ìåðû
Õàóñäîðôà íà S. Ïóñòü îòîáðàæåíèå IHd∗⌊S ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f : S → R å¼ Hd∗⌊S-êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íà S.
Òåîðåìà 5.7.15. Ïóñòü p ∈ (1, n], d∗ ∈ (n − p, n] è ε∗ := min{p −

(n− d∗), p− 1}. Ïóñòü S ⊂ Q0,0 � êîìïàêò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
λ∗ := Hd∗

∞(S) > 0. Ïóñòü λ ∈ (0, λ∗) è c ≥ 7 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Òîãäà ∀ε ∈ (0, ε∗), ∀d ∈ (n− p, n− p+ ε) è ∀{mk} ∈ FMd(S)

W 1
p (Rn)|S ⊂ Xd∗

p−ε,d,{mk}(S) ⊂ W 1
p−ε(Rn)|d∗S .

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, ε∗), d ∈ (n − p, n − p + ε) è {mk} ∈
FMd(S) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî

1

C
∥ IHd∗⌊S(f)∥W 1

p−ε(Rn)|d∗S ⩽ ∥f∥Xd∗
p−ε,d,{mk}

⩽ C∥f∥W 1
p (Rn)|S ∀f ∈ W 1

p (Rn)|S,

è ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ExtS,{mk},λ ∈ L(Xd∗

p−ε,d,{mk}(S),W
1
p−ε(Rn)) òàêîé,

÷òî Tr |d∗S ◦ ExtS,{mk},λ ñîâïàäàåò ñ IHd∗⌊S íà Xd∗

p−ε,d,{mk}(S).
Öåëüþ øåñòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè äâóõ íîâûõ øêàë

ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïåðåìåííîé ãëàäêîñòè.
Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû ñ÷èòàåì ôèêñèðîâàííûì åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî Rn, n ∈ N. Ïîä âåñîì ïîíèìàåì èçìåðèìóþ ïî÷òè âñþäó ïî-
ëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ. Ñêàæåì, ÷òî {tk}∞k=0 � âåñîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, åñëè tk � âåñ ïðè êàæäîì k ∈ N0.

Â §6.1 ìû íàïîìèíàåì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè ïðîñòðàíñòâ S ′
e(Rn),

ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íå áîëåå ÷åì ýêñïîíåí-
öèàëüíûì ðîñòîì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â §6.2 ìû ââîäèì îäíî èç êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé äàííîé ãëàâû. À èìåííî,
ìû îïðåäåëÿåì íîâûé êëàññ âåñîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Îïðåäåëåíèå 6.2.6. Ïóñòü p, σ1, σ2 ∈ (0,∞]. Ïóñòü α1 := {α1

k}, α2 :=
{α2

k} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, è α3 ∈
[0,+∞). Ïîëîæèì σ := (σ1, σ2), α := (α1, α2). ×åðåç X α3

α,σ,p îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåñîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {tk} := {tk}∞k=0, ÷òî
ïðè íåêîòîðûõ C1, C2 > 0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáûõ k, j ∈ N0 è m ∈ Zn(  

Qk,m

tpk(x) dx
) 1

p
(  

Qk,m

t−σ1

j (x) dx
) 1

σ1 ⩽ C1
α1
k

α1
j

, åñëè 0 ⩽ k ⩽ j;

2) äëÿ ëþáûõ k, j ∈ N0 è m ∈ Zn(
2kn

 

Qk,m

tpk(x) dx
)− 1

p
(  

Qk,m

tσ2

j (x) dx
) 1

σ2 ⩽ C2

α2
j

α2
k

, åñëè 0 ⩽ k ⩽ j.
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(åñëè σ1 = ∞ èëè σ2 = ∞ òðåáóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ìîäèôèêàöèè).
3) äëÿ ëþáîãî k ∈ N0 íåðàâåíñòâî 0 < tk,m ⩽ 2α3tk,m′ ñïðàâåäëèâî äëÿ

âñåõ òàêèõ m,m′ ∈ Zn, ÷òî ∥m−m′∥ ⩽ 1.
Äàëåå â §6.2 ìû èçó÷àåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ââåä¼ííûõ êëàññîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïîêàçûâàåì, ÷òî îíè âêëþ÷àþò â ñåáÿ êëàññû
Wα3

α1,α2
, ââåä¼ííûå â ñòàòüå54, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Â §6.3 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ äâóõ íîâûõ øêàë ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïå-
ðåìåííîé ãëàäêîñòè.

Ïðè r ∈ (0,∞], l ∈ N äëÿ ëþáûõ êóáà Q â Rn è f ∈ Lloc
r (Rn) ïîëîæèì

δlr(Q)f :=
(
2kn(l(Q))−n

�
Q

�
2−kI |∆

l(h)f(x)|r dh dx
) 1

r

, ãäå I = [−1, 1]n, à

∆l(h)f(x) :=
∑l

i=0C
i
lf(x+ ih) (ïðè r = ∞ ìîäèôèêàöèè ñòàíäàðòíû).

Îïðåäåëåíèå 6.3.4. Ïóñòü p, q, r, σ1, σ2 ∈ (0,∞], α3 ≥ 0. Ïóñòü
α1 := {α1

k}, α2 := {α2
k} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {tk} ∈ X α3
α,σ,p. ×åðåç B̃

l

p,q,r({tk}) îáîçíà÷èì
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ f ∈ Lloc

r (Rn) ñ êîíå÷íîé êâàçè-íîðìîé (ñ
î÷åâèäíûìè ìîäèôèêàöèÿìè ïðè q = ∞)

B̃
l

p,q,r({tk}) :=
( ∞∑
k=0

∥tkδlr(·+ 2−kI)f∥qLp(Rn)

) 1
q

+ ∥t0∥f∥Lr(·+In)∥Lp(Rn).

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : Rn → R ïîëîæèì gk := 2kng(2k·) ïðè k ∈ N.
Îïðåäåëåíèå 6.3.10. Ïóñòü p, q, σ1, σ2 ∈ (0,∞], α3 ≥ 0, à α1 := {α1

k},
α2 := {α2

k} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {tk} ∈ X α3

α,σ,p. Ïóñòü φ0 ∈ D(Rn),
�
φ0(x) dx = 1.

Ïîëîæèì φ(x) := φ0(x) − 2−nφ0(
x
2) ïðè x ∈ Rn. ×åðåç Bφ0

p,q({tk}) :=
Bφ0
p,q(Rn, {tk}) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ f ∈ S ′

e(Rn) ñ êî-
íå÷íîé êâàçè-íîðìîé (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîäèôèêàöèÿìè ïðè q = ∞)

∥f∥Bφ0
p,q({tk}) :=

( ∞∑
k=0

∥tk(φk ∗ f)∥qLp(Rn)

) 1
q

.

Â §6.4 ìû íàïîìèíàåì ôîðìóëó ëîêàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ðû÷êîâà57,
à òàêæå ìîäèôèöèðóåì íåêîòîðûå ìåòîäû ðàáîòû57, ÷òîáû ñäåëàòü èõ
ïðèìåíèìûìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè çàäà÷.

Â §6.5 óñòàíàâëèâàåòñÿ îäèí èç êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû, à èìåííî
ìû äîêàçûâàåì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 6.3.10., êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â íåçàâèñèìîñòè ïðîñòðàíñòâà Bφ0

p,q({tk}) îò âûáîðà ôóíêöèè φ0. Ïðè
φ ∈ D(Rn) ÷åðåç Lφ îáîçíà÷èì ÷èñëî íóëåâûõ ìîìåíòîâ ôóíêöèè φ.
Òåîðåìà 6.5.1. Ïóñòü p, q ∈ (0,∞], σ1 ∈ (0,+∞], σ2 ≥ p. Ïóñòü

{α1
k} = {2kα1}, {α2

k} = {2kα2}, α1, α2 ∈ R, α3 ≥ 0 è {tk} ∈ X α3
α,σ,p. Ïðåä-

32



ïîëîæèì, ÷òî ζ0, φ0 ∈ D(Rn) è
�
φ0(x) dx =

�
ζ0(x) dx = 1. Òîãäà, åñëè

α2 < 1 + Lζ ïðè ζ := ζ0 − 2−nζ0(
·
2), òî ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî

∥f∥Bζ0
p,q({tk}) ⩽ C∥f∥Bφ0

p,q({tk}) ∀f ∈ S ′
e(Rn).

Â §6.6 ìû íàïîìèíàåì íåêîòîðûå ýëåìåíòû òåîðèè B-ñïëàéíîâ, à çà-

òåì äîêàçûâàåì òåîðåìó îá àòîìàðíîì ðàçëîæåíèè ôóíêöèé èç B̃
l

p,q,r({tk}).
Â §6.7 ìû èçó÷àåì ñâÿçè ìåæäó øêàëàìè ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïåðå-

ìåííîé ãëàäêîñòè. Çàôèêñèðóåì φ0 ∈ D(Rn) òàê, ÷òî
�
φ0(x) dx = 1 è

ïîëîæèì φ := φ0−2−nφ0(
·
2). Ïðè ëþáîì j ∈ N ïîëîæèì φj := 2jnφ(2j·).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò §6.7 è âñåé øåñòîé ãëàâû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà 6.7.6. Ïóñòü p, q ∈ (0,∞], r ∈ (0, p], σ1 ≥ rp′r, σ2 ≥ p.

Ïóñòü {α1
k} = {2kα1}, {α2

k} = {2kα2}, è ïðè ýòîì α1 > max{n
r − n, 0},

min{Lφ + 1, l} > α2, α3 ∈ [0,+∞) è {tk} ∈ X α3
α,σ,p. Òîãäà Bφ0

p,q({tk}) è
B̃
l

p,q,r({tk}) ñîâïàäàþò êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, à ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êâàçèíîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Â §6.8 ïðèâîäÿòñÿ ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ §6.7 ê ïðîáëåìå òî÷íîãî
îïèñàíèÿ ñëåäà âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W l

p(Rn+d, γ) ñ âåñîì γ

èç ëîêàëüíîãî êëàññà Ìàêåíõàóïòà Aloc
p (Rn+d) íà ïëîñêîñòè Rn × {0}.

Íàêîíåö, §6.9 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ïåðå-
ìåííîé ãëàäêîñòè íà ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ñåäüìîé ãëàâå ðåøåíà ïðîáëåìà òî÷íîãî îïèñà-
íèÿ ñëåäà íà ãèïåðïëîñêîñòè Rn ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W l

1(Rn+1, γ), l ∈
N, ñ âåñîì γ, ïðèíàäëåæàùèì êëàññó ëîêàëüíîìó ÌàêåíõàóïòàAloc

1 (Rn+1).
Çàôèêñèðóåì n ∈ N è îòîæäåñòâèì Rn ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ Rn × 0 â

Rn+1. Ïîëîæèì W l
1(Rn+1

+ , γ)|Rn := W l
1(Rn+1

+ , γ)|H
n⌊Rn

Rn è Tr |Rn := Tr
Hn⌊Rn
Rn .

Â §7.2 ìû ôèêñèðóåì l ∈ N, l > 1 è âåñ γ ∈ Aloc
1 (Rn+1). Ïðè k ∈ N0,

m ∈ Zn ïîëîæèì Q̃k,m :=
∏n

i=1[
mi

2k
, mi+1

2k
). Äëÿ ëþáîãî k ∈ N0 îïðåäåëèì

γk(x) := 2k(l+n)
∑

m∈Zn χQ̃k,m
(x)

�
Qk,m×[0,2−k] γ(x

′, t′) dx′ dt′ ïðè x ∈ Rn. Îñ-
íîâíîé ðåçóëüòàò §7.2 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà 7.2.1. Ýëåìåíò f ∈ Lloc

1 (Rn) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

W l
1(Rn+1, γ)|Rn â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè f ∈ B̃

l

1,1,1(Rn, {γk}).
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî

1

C
∥f∥

B̃
l

1,1,1(Rn,{γk})
⩽ ∥f∥W l

1(Rn+1,γ)|Rn ⩽ C∥f∥
B̃

l

1,1,1(Rn,{γk})
∀f ∈ B̃

l

1,1,1(Rn, {γk}),

è ñóùåñòâóåò îïåðàòîð Ext ∈ L(B̃
l

1,1,1(Rn, {γk}),W l
1(Rn+1, γ)) òàêîé,

÷òî Tr |Rn ◦ Ext = Id íà ïðîñòðàíñòâå B̃
l

1,1,1(Rn, {γk}).
Â §7.3 ìû ðåøàåì çàäà÷ó î ñëåäå â ñëó÷àå l = 1. Çàôèêñèðóåì âåñ

γ ∈ Aloc
1 (Rn+1). Ïðè A ⊂ N0×Zn ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ çàìêíóòûõ êóáîâ
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T = {Qα}α∈A áóäåì íàçûâàòü óêëàäêîé ïðîñòðàíñòâà Rn, åñëè ðàçëè÷-
íûå êóáû â í¼ì èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ âíóòðåííîñòè è Rn = ∪α∈AQα.
Ñêàæåì, ÷òî óêëàäêà T ′ = {Qα′}α′∈A′ ñëåäóåò çà óêëàäêîé T = {Qα}α∈A
(ïèøåì T ′ ⪯ T ), åñëè êàæäûé êóá Qα′, α′ ∈ A′, óêëàäêè T ′ ñîäåðæèòñÿ
â íåêîòîðîì êóáå Qα, α ∈ A óêëàäêè T . Åñëè äëÿ ëþáîãî s ∈ N0 çàäà-
íà óêëàäêà T s = {Qs

α}α∈As, As ⊂ N0 × Zn, ïðîñòðàíñòâà Rn òàêàÿ, ÷òî
T s+1 ⪯ T s ïðè âñåõ s ∈ N0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T = {T s} = {T s}∞s=0

íàçîâ¼ì ñèñòåìîé óêëàäîê ïðîñòðàíñòâà Rn.
Äàëåå 2Q�êóá ñ òåì æå öåíòðîì, ÷òî è ó Q, íî ñ âäâîå áîëüøåé äëèíîé

ðåáðà. Åñëè α = (k,m) ∈ As, òî ïîëàãàåì γ̂s
α :=

� �
Qk,m×[0,2−k] γ(x, t) dxdt.

Îïðåäåëåíèå 7.3.9. Ïóñòü c1, c2 ≥ 1. Ñèñòåìà óêëàäîê T = {T s} =
{T s}∞s=0(c1, c2) ïðîñòðàíñòâà Rn (T s = {Qs

α}α∈As, s ∈ N0) íàçûâàåòñÿ äî-
ïóñòèìîé äëÿ γ, åñëè ïðè ëþáîì s ∈ N0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(T1) ∀α, α′ ∈ As åñëè 2Qs
α ∩ 2Qs

α′ ̸= ∅, òî γ̂s
α ⩽ c1γ̂

s
α′;

(T2) ∀α ∈ As, α′ ∈ As+1 åñëè Qs+1
α′ ⊂ Qs

α, òî γ̂
s
α ⩽ c2γ̂

s+1
α′ è γ̂s+1

α′ ⩽ c2γ̂
s
α;

(T3) max{l(Qs+1
α′ ) : x ∈ 2Qs+1

α′ } ⩽ 1
2 min{l(Qs

α) : x ∈ 2Qs
α} ∀x ∈ Rn;

(T4) l(Qs
α) ≥ 2−ls, α ∈ As, äëÿ íåêîòîðîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë {lj}∞j=0 ïðè l0 = 0.
Îïðåäåëåíèå 7.3.58. Ïóñòü c1, c2 ≥ 1. ×åðåç Z = Z({γk,m}, c1, c2)

îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ f ∈ Lloc
1 (Rn), äëÿ êîòîðûõ

∥f∥Z := inf
T

∞∑
s=1

∑
α∈Ãs

γ̂s
α

�

2Qs
α

∣∣∣f(x)− 

2Qs
α

f(y) dy
∣∣∣ dx+∑

m∈Zn

γ̂0,m∥f∥L1(Q0,m) < +∞,

ãäå èíôèìóì âçÿò ïî âñåì äîïóñòèìûì äëÿ γ ñèñòåìàì óêëàäîê T .
Â îïðåäåëåíèè 7.3.58. ïðè s ∈ N0 ìíîæåñòâî Ãs ⊂ As ñòðîèòñÿ íå

çàâèñÿùèì îò φ ñïîñîáîì òàê, ÷òî ñåìåéñòâî êóáîâ {int 2Qs
α} ÿâëÿåòñÿ

ïîêðûòèåì Rn êðàòíîñòè ⩽ (n+ 1)2n.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò §7.3 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Ñëåäñòâèå 7.3.61. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà c1, c2 ≥ 1, ÷òî ýëå-

ìåíò f ∈ Lloc
1 (Rn) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1

1 (Rn+1, γ)|Rn â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Z = Z({γk,m}, c1, c2).
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî

1

C
∥f∥Z ⩽ ∥f∥W 1

1 (Rn+1,γ)|Rn ⩽ C∥f∥Z ∀f ∈ Z.

Íàêîíåö, ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå (âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíîå) îòîá-
ðàæåíèå Ext èç Z â W 1

1 (Rn+1, γ) òàêîå, ÷òî Tr |Rn ◦ Ext = Id íà Z.

34



Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè:

Ñòàòüè â íàó÷íûõ æóðíàëàõ Web of Science, SCOPUS, RSCI

[1] Òþëåíåâ À.È. Î íåêîòîðûõ íîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé ïåðå-
ìåííîé ãëàäêîñòè // Ìàòåì. ñá. � 2015. � Ò. 206. � �6. � Ñ. 85�128.

[2] Tyulenev A.I. Traces of weighted Sobolev spaces with Muckenhoupt
weight. The case p = 1 // Nonlinear Anal. � 2015. � Vol. 128. � P. 248�272.

[3] Tyulenev A.I. Besov-type spaces of variable smoothness on rough
domains // Nonlinear Anal. � 2016. � Vol. 145. � P. 176�198.

[4] Tyulenev A.I. On various approaches to Besov-type spaces of variable
smoothness // J. Math. Anal. Appl. � 2017. � Vol. 451. � �1. � P. 371�392.

[5] Âîäîïüÿíîâ Ñ.Ê., Òþëåíåâ À.È. Î ïðîáëåìå Óèòíè äëÿ âåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà // Äîêë. ÐÀÍ. � 2017. � Ò.472. � �6. � Ñ. 634�638.

[6] Âîäîïüÿíîâ Ñ.Ê., Òþëåíåâ À.È. Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W 1
p íà d-

òîëñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ Rn // Ìàòåì. ñá. � 2020. � Ò. 211. �
�6. � Ñ. 40�94.

[7] Òþëåíåâ À.È. Î ïî÷òè òî÷íîì îïèñàíèè ñëåäîâ ïðîñòðàíñòâ Ñîáî-
ëåâà íà êîìïàêòàõ // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2021. � Ò. 110. � �6. � Ñ. 948�953.

[8] Tyulenev A.I. Restrictions of SobolevW 1
p (R2)-spaces to planar recti�able

curves // Ann. Fenn. Math. � 2022. � Vol. 47. � �1. � P. 507�531.

[9] Òþëåíåâ À.È. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ òèïà ïîðèñòîñòè, ñâÿ-
çàííûå ñ d-îáõâàòîì ïî Õàóñäîðôó // Òð. ÌÈÀÍ. � 2022. � Ò. 319. �
Ñ. 298�323.

[10] Òþëåíåâ À.È. Ñëåäû ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà íåðåãóëÿðíûõ ïîä-
ìíîæåñòâàõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé // Ìàòåì. ñá. � 2023. �
Ò. 214. � �9. � Ñ. 58�143.

[11] Òþëåíåâ À.È. Ñëåäû ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà êóñî÷íî ðåãóëÿð-
íûõ ïî Àëüôîðñó-�Äàâèäó ìíîæåñòâàõ // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2023. �
Ò. 114. � �3. � C. 404�434.

35



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Подписано в печать  22.09.2023 г. 
Тираж 100 экз. 

______________________________________________________________________________________________ 
Отпечатано в  (название, адрес типографии) 

 




